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Introducci on

Tres problemas chsicos

A continuacon introducimos tres ejemplosaslicos del @lculo de Variaciones, en los que se
muestran los elementos fundamentales del problema tipo de optiériz&cinéstos:

1. Un espacio de funcione¥,, tal queu : 2 — R?, dondef? es una abierto, normalmente
acotado, d®", de fronteral’, regular.

2. Restricciones sobre el conjunto de soluciones, que pueden imponerse bien sobre la fron-
teral’, bien sobre el domini€. Por ejemplow = 0 enT', u > v en{}, etc. El conjunto
de funciones que satisfacen estas restricciones es, en general, un subconjlaito,

3. UnfuncionalJ : V — R de la forma siguiente:

(1) J(u) = /Q L(z, u(2), ' (z))da.

Naturalmente, las higesis sobrd” y L deben asegurar la existencia.fisobreV, o al
menos sobré/.

El problema de optimizaén consiste en hallar elimmo,« € U, del funcional/.

El problema de la braquistocrona. El problema de la braquistocrona, o curva de descenso
mas @apido, es uno de los problemassnantiguos delalculo de variaciones. La primera solu-
cion fue dada por Johann Bernoulli en 1696, aunque tamdiieron soluciones algunos contem-
poraneos suyos como Jacob Bernoulli, Leibniz y Newton.

Entre todas las curvas que unen los pumtgs B, se desea hallar aquella a lo largo de la cual
un punto material, moendose bajo la fuerza de la gravedad de$dlega al puntaB en el menor
tiempo.

Para resolver este problema debemos considerar todas las posibles curvas qlig uheh
una determinada curva, le correspondérun valor determinadd;, del tiempo invertido para el
descenso del punto material a lo largo de ella. El tiempajependex de la elecén de~. De
todas las curvas que unéincon B debemos hallar aquella a la que corresponda el menor valor de
T'. El problema puede plantearse de la siguiente forma.

Tracemos un plano vertical que pase por los purtgsB. La curva de ras &pido descenso
debe evidentemente estar &ln as que podemos restringirnos a curvas sobre dicho plano. To-
memos el puntad como el origen de coordenadas, el €j& apuntando en la diredm de la
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Vi INTRODUCCION

gravedad y se® = (z1,y1), conz; > 0y y; > 0. Consideremos una curva arbitraria descrita
por la ecuadn

) y=ylz) 0<z<a,
dondey es una fund@n regular. Como la curva pasa péty B, la funcibny debe verificar

3) y(0) =0, y(x1)=y1.

El movimiento de la masa puntual puede describirse por medio de la ley de la cormedat
enerda, E. + E, = cte., del siguiente modo: En el puntb, en el que asumimos que la velocidad
inicial es nula, se tiene

E.+E,=FE,=mghy =FE,

dondeFE > 0 es una constante 4 es la altura a la que se encuentra el puttdn cualquier
punto por debajo séar

1
imv2 +mgh = F,

luego
U2 = 2g(hA - h)?
y tomando la coordenada vertical come- h 4 — h, deducimos que la velocidad del movimiento

del punto material es

ds
= —=4/2
v 7 gz,

siendos una parametrizadn de la trayectoria del punto material. Deducimos que

d
dt = ——
2gx

y como la longitud de arco de la curva viene dada por

ds = +/1+y/(z)%dx,

tenemos que el tiempo empleado a lo largo de la cywiane dado por

z1 1 + y’(z)Q 1/2
4) J(y) = / ———) "dx.
A )
Hallar la braquistocrona es equivalente a resolver el siguiente problemauieas: entre todas
las posibles funciones (2) que verifiquen las condiciones (3), hallar la que corresponda al menor
valor de la integral (4).



METODOS DE RESOLUGDN DE LOS PROBLEMAS VARIACIONALES Y

El problema de las geoésicas. Las geoésicas son aquellas curvas contenidas en una super-
ficie regular que minimizan la distancia entre dos puntos de la misma. Enunciaremos este problema
de dos formas:

1. Consideremos una superficie regu$ac R? definida por la parametrizam

x=z(u,v), y=yu,v), z=zu,v),

con(u,v) € [up,u1] X [vo,v1]. Cualquier curva contenida éhpuede parametrizarse en la forma
t:[ty,te] — (u(t),v(t)).

El elemento de arco de las curvas contenidass est determinado por la primera forma
fundamental:

ds? = Bu'* + 2Fu'v + G’ 2,
con
FE = xi + yg + zg, F = 2,2y + YulYo + 2020, G:= x?) + yg + zg.

De modo que la longitud del arco entre los puntos correspondientes a los valpriges

t2
J(u,v) = VEu? + 2Fuv + G 24,
t1

gue es el funcional a minimizar.

2. Si la superficie viene dada de forma ingitia pory(z,y,z) = 0y representamos una curva
sobre ella de forma paraatrica,(z(t), y(t), z(t)), debemos minimizar el funcional

Ty, z) = /ttl (' ()% + 9/ ()% + 2'(1)%) .

0
Ademas, las funciones;, y y z deben someterse a la conéicip(z(t),y(t), 2(t)) = 0 para
t € [to,t1]. Es lo que se llama un problema variacional con restricciones de igualdad.

El problema isoperimétrico. De entre todas las curvas de longitudada, que unen el punto
(0,0) con un punto variablé&, 0), encontrar aquella que, junto con el €J&, encierra una super-
ficie maxima. El problema es, pues, el de hallar una fomgi y un nimero £ tales que.(0) = 0,
u(€) = 0, u > 0y que minimicen el funcional

J(,€) = —/ju,

3
/ V14 W2 =
0

y satisfagan la restricon

M étodos de resoludn de los problemas variacionales

Existen dos aproximaciones fundamentales a la resoiwdg los problemas variacionales.
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Métodos indirectos. La primera de estas aproximaciones es la heredada degimslos de
minimizacbn de funciones (dimertan finita) ia el célculo diferencial. Este gtodo proporciona
condiciones necesarias y condiciones suficientes que dan lugar a una baseaye@dgaira la
resolucon de problemas variacionales, la cuabéstimamente ligada a la tdarde ecuaciones
diferenciales.

M étodos directos. La idea fundamental es la extetisidel Teorema de Weierstrass a funcio-
nes definidas en espacios de diménsnfinita, que tendr un enunciado del tipo:

Teorema.SeaJ : V — R un funcional definido en un espacio de funcioffedotado de cierta
nocion de convergencia para la qué es compacto y es semicontinuo inferiormente. Entonces
existe un rmimo deJ enV.

A partir de este teorema, se procede del siguiente modo:

1. Se elije la clase de funcion&sjunto con una noén adecuada de convergencia para la
queV sea completo.

2. Hay que mostrar qud est bien definido e/ y que esh acotado inferiormente, de
modo queinf,cy J(u) sea finito. Esto implica que se puede construir una soicesi-
nimizanteu, € V, tal queJ(ug) — inf ey J(u).

3. Debemos probar qué es semicontinuo inferiormente (secuencialmente), es decir, que
ugp — wimplica

J(u) < lim J(ug).
k—o0
4. Finalmente, debemos demostrar Gues compacto (secuencialmente) con respecto a la
convergencia considerada en 1.

Las hiptesis del Teorema de Weierstrassiataa la fundn que se desea minimizar (se-
micontinuidad inferior) y al conjunto en el cual se busca &limo (compacto). En espacios de
dimenson finita estas hiptesis son relativamentadiles de comprobar dado que la compacidad de
un conjunto es equivalente a que el mismo sea cerrado y acotado. La continuidad suele deducirse
de un aalisis directo de la funéin a minimizar.

Sin embargo, el Teorema de Riesz establece que la bola unidad cerrada de un espacio de
Banach es compacta si y solo si la diménsiel espacio es finita. Puesto que este criterio de com-
pacidad falla en el caso de dimemsiinfinita, se impone la investigdei de nuevas condiciones
sobre los subconjuntos de espacios de dindenisifinita y sobre los funcionales definidos en estos
espacios que nos permitan usar una generafinaigl Teorema de Weierstrass.

Puesto que los conjuntos cerrados y acotados, en el sentido de la tago&rte, de un espa-
cio de Banach no son compactos, puede esperarse que si se reduce la cantidad de abiertos mediante
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la introduccon de una nueva topol@ay la cantidad de cerrados y, por tanto, de compactos, aumen-
te. Esto resulta ser a€n particular, cualquier subconjunto cerrado y acotado de un espacio de
Banach es relativamente compacto respectogaloga débil.t

El problema que surge a continuacies el de la continuidad (respecto la toptdodebil) del
funcional a minimizar. Claramente, al introducir una top&dogon menos abiertos, la cantidad
de funciones continuas tandési disminuye y ds por ejemplo, la norma asociada a la top&tog
fuerte no es una funan continua respecto la topolegeebil. Cobra especial importancia en este
contexto la nod@n de semicontinuidad inferior.

Finalmente, observemos que aunque la introducde la topolo@ cebil y de los funcionales
semicontinuos inferiormente respecto dicha top@aowps permiten asegurar la existencia de un
minimo sobre cualquier conjunto cerrado y acotado respecto la tdpatbhil, la verificacon
practica de estas propiedades dista de ser sencilla. Por ello, una de las cuestiones centrales es
la de la lusqueda de condiciones expresadas respecto a la togpdimyte que impliquen las
correspondientes respecto a la topododebil. En este contexto la convexidad de conjuntos y
funciones juega un papel fundamental.

IEsia topologa menos fina que hace continuas a las aplicaciones lineales






CAPITULO 1

Analogias entre el Gilculo Diferencial y el Calculo Variacional

1. Optimizacion en dimenson finita

Dadaunafundn f : U — R, conU un abierto d&R", el programa usual que utiliza élculo
diferencial para la localizagn de puntos de mimo es el siguiente.

En primer lugar, debemos asumir que la flmcposee cierta regularidadpicamente que la
funcion posea derivadas parciales segundas continuas, eg deci¥(U).

En segundo lugar, resolvemos la ecéadile los puntos dicos, es decir, hallamas. € U
tales que

Vf(z:) =0.

En tercer lugar, evaluamos la matriz hessiand @a los puntos éticos, y comprobamos si
dicha matriz es definida positiva, es decir, si los autovalores asociados a la matriz

92 92
G g ()
92 f 02 f
0x20x1 (JJC) Tt Oxo0xTn (JZC)
02 0?
godr (te) o g (o)

son positivos. En caso afirmative, es un punto de mimo local paraf, es decir, existe una bola
de radiop centrada er., B,(xz.), tal que

f(xze) < f(x) paratodar € B,(z.).

2. Paso a dimengin infinita

La cuestbn que surge a continudci es la de extender la metodolagle minimizadn de
funciones definidas en espacios de dim@nginita a los funcionales descritos en los ejemplos de
la introduccon, los cuales se hayan definidos en espacios de funciones (de dimarigiita).

Por ejemplo, en el problema de la braquistocrona se trata de minimizar el funcional

o frrwer,,
T = [ s,

con lafuncénu : [0, 2] — R satisfaciendo
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y algin requerimiento de regularidad que implique que el funciohake bien definido (sea
finito).

Siguiendo los pasos del programa de dim@gméinita, consideramos un funcional U — R,
conU C V, siendoV un espacio de funciones regulares (hay varias elecciones) y dieno
subespacio d&, que en el ejemplo de la braquistocrona viene dado por

U={ueV:u0)=0, wu(z1)=u}.

En el caso de dimer@i finita asumimos que la fur@m objetivo es dos veces diferenciable
con continuidad. La continuidad de funciones expresa el hecho de que d@asgaeaciones de
la variable independiente se siguen pdwgevariaciones del valor de la fuani En &rminos de
e — ¢, f es continua emy € 2 si para toda > 0 podemos hallar ua > 0 tal que para toda:
satisfacienddlx — x| < § se consigue quif (z) — f(zo)]| < e.

Ahora, en el caso de funcionales, gaignifican pequeas variaciones de la variable inde-
pendiente, siendésta una funéin? Hay distintas elecciones que se pueden hacer a este respecto.
Por ejemplo, uno puede llamargximas a dos funciones continuas si sus ordenadas pgixi-
mas. En este sentido podemos introducir la norma del supremo y decip gueestin plbximas
respecto esta norma si

lu — uolloo) = sup {lu(e) — up(@)] : @ € 2} <5,

dondef2 es el dominio de definibn deu y ug. Otras eleccionesgicas son que tanto las funciones
como sus primeras derivadas casren general, derivadas de orderseén cercanas, dando lugar
a los espacios de funcion€%(Q), con norma

[uller o) = sup {|u(w)] + ... +|DFu(z)|:z € Q} _

Otros espacios funcionales que aparecen frecuentemente en las aplicaciones son los espacios
LP(£2), en particular, el espacio de Hilbeit(£2), con norma dada por

ey = ( [ 0Pa)do)'”
y el espacio de Sobolel/! () (que tambén es un espacio de Hilbert), con norma

ull 1) = llullz2) + [[Dull 2 (q)-

Claramente, los conceptos de proximidad entre funciones degendielrespacio en gustas se
sithen, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Consideremos la fungh de Heavyside

H(z) = 0 siz <0,
11 siz>o0,
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y una sucesin de funciones continuas que la aproximan, dadas por

0 sixz<0,
Hy(z) =< nx si0<xz<1/n,
1 siz>1/n,

de modo que
0 siz <0,
|H(z) — Hp(z)|=¢ 1—nz si0<z<1/n,
0 siz >1/n,

y, por tanto,||H — H,||cr) = 1, y ningin trmino de la sucesn de funcioned?,, est arbitra-
riamente cerca dél en el sentido de la norma del supremo. Sin embargo, respecto la norma de
L?(R), tenemos que

1

1/n
2
| H — Holl2gy = ( /0 (o) =

de modo que parasuficientemente grande podemos hdéer H,, tan plbximas como queramos.
O

Aunque, a primera vista, paret&to mas natural el buscar los puntos deaimo de un fun-
cional en espaciograndescomo C'(2) o LP({2), esto no es asLa radn es que, como puede
intuirse, la continuidad de funcionales del tipo variacional

J(u):/QL(m,u(:v),u'(m))dm,

va a depender de la continuidaddelo que conduce a la consideragidel espaci@ () o, al
menos,H! (). Puesto que lagtnicas que usaremos pasan pétados andlicos usuales, como
el paso alimite, la continuidad del funcional jugaun papel importante.

El siguiente paso en nuestra generaliaadlel nétodo diferencial al caso de funcionales es
la introduccon de la diferencial para elatculo de los puntos iticos. En el caso deléadculo
diferencial se comienza introduciendo el concepto de derivada parcial o el alggeneral de
derivada direccional. En el caso de funcionales, comenzamos con el conceptbhit, el de
variacion, que sef tambeén el que ras utilicemos.

Para motivar su introdud@mn, supongamos que tenemos dado un funcighalV — Ry
consideremos la siguiente fubaireal

F(t) = J(ug + tv),
conug, v € V fijos. SiJ tiene un ninimo local enug, es decir,

J(u) > J(uo) paratodas € B,(uo),
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entonces tiene tamb2n un nmnimo local ent = 0. Suponiendo qué’ sea dos veces derivable,
debe satisfacerse

(5) F'(0)=0 yF"(0)>0.

Si J es una fundin diferenciable, entoncds' (0) corresponde a la derivada direccional.ten
up en la direcddn dew. SiJ es un funcional F’(0) corresponde a laariacion primera deJ en
uo en la direccon dev. Como en el caso de dimeasifinita, la anuladn de la variad@dn primera
sel una condidn necesaria para la existencia de un extremo.

Definicion 1. La variacion n—ésima deJ en un puntoug en la direccbn v € V viene dada por

_ d"J(up +tv)

6" J (ug; v) = EM™(0) e

v I

t=0
Si esta derivada existe.

SidJ(up;-) : V — R define un funcional lineal y continuo, entonces escribimbsi; -) =
Oup .-

Tenemos, pues, que dado un funciodal V' — R, si la primera variadn existe y es un
funcional lineal y continuo en un punto deimimo, vy, de J entonces las condiciones (5) se
traducen en

(6) Sugd =0y 62,J > 0.

En los caftulos siguientes explotaremos estas propiedades para hallar condiciones necesarias y
suficientes sobrd que impliquen la existencia de urimmo local.

Ejemplo 2. Consideremos el funcional dado por
I = [ [Vu(o)Pda,
definido para: € U = H'(Q). Tenemos que, para v € U fijados, la funddn
F,(t) = J(u+tv) = /Q (IVul? + 2tVu - Vo + | Vo|?)dz
tiene derivada en= 0, y por tanto primera variaon, dada por
dud (v) = Z/QVU -V,
que es lineal y continua sobfé' (12). O

Ejercicio 1. Hallar la primera varia@n de los funcionales asociados al problema de la braquisto-
cronay al problema isoperirico. O

A continuacon introducimos una nogh mas general de diferencial, llamada diferenci@dbet,
la cual generaliza la na@n de diferencial de una furtm en dimengin finita.
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Definicion 2. SeaV un espacio de Banachy C V un conjunto abierto. Entonces se dice
queJ : U — R esdiferenciable Fiechet enug € U si existe una aplicaén lineal y continua
D,,J :V — Rtal que

(7) J(ug+h) — J(ug) = DyyJ(h) + o(ug,h) paratodoh € V, wug+heU,

dondeo(ug, ) : V — R satisfacen(up,0) =0y

Jo(uo k)|
(®) e T I

Las propiedades de la derivad@&Enet son ailogas a las de la diferencial en dimémsfinita,
y se demuestran de modoaogo. Recogemos agalgunas para futuras referencias.

1. Ladiferencial Fechet, si existe, dsica.

2. Ladiferencial Fechet satisface la regla de la cadena.

3. SiJ es diferenciable Fchet en: entonces/ es continuo en.

4. SiJ es diferenciable chet entonces se satisface un teorema del valor medio.

Es un ejercicio sencillo el comprobar que la existencia de la diferen@&ahEt implica la exis-
tencia de la primera varidgm. Re@procamente, si la primera variaai define un funcional lineal
y continuo sobré/, entonces la primera varid@ai y la diferencial Fechet coinciden.

Observacbn 1. En muchas aplicaciones la existencia de-t&sima varia@n puede ser verifica-
da mas facilmente que, por ejemplo, ta—&sima derivada Echet. Por ello es una ventaja el poder
obtener condiciones sobrerda-ésima varia@dn que implique la existencia de un extremo. Estas
condiciones las estudiaremos en los siguientedulap. O

El siguiente ejemplo, extrdo de la tedia de dimendin finita, muestra un caso en el que la
primera variadn no es ni lineal ni continua.

Ejemplo 3. Seaf : R? — R definida por

x1 Si o] > 22,
|xa|/z1 en otro caso.

f(x1,22) :{

Tenemos qug vale 0 en los ejes, con lo cudlf(0)h existe y es igual a cero cuandoesé en
alguno de los ejes. Sin embargohsi= (h1, h2) No esh en ninguno de los ejes, entondég) =
f(thy,thy) tiene por derivada

F'(t)y=hy si0<t<|hg|/h3,

con lo cual, para tab, tenemos)f(0)h = hy. Por tanto/ f(0) es discontinua en todos los pun-
tos del ejeO X1, excepto el origen. Adeas, puesto qug no es continua en el origen, no es
diferenciable Fechet. O






CAPITULO 2

La ecuacbn de Euler y las condiciones de Legendre

1. Problemas variacionales con fronteras fijas en una variable

Comenzamos con un ejemplo de problema variacional que es de gran importancia en las apli-
caciones: minimizar el funciondl: U C V — R, de la forma
xT
T(u) = / "L ulz), o (2))da,
zo
donde,V es el espacio de funciones derivables con continu@adzg, z1]) y u toma valores
constantes en la frontera, de modo que definimos

U={ueCzg,21]) 1 u(z1) =u1, ulxz)=1us}.

Asumiendo que el funcional posee primera varia@n y que existe un punto deinimo, u,
sabemos por el cétplo anterior que la variaén primera debe anularse en dicho punto, es decir
dJ = 0. Veamos 6mo se traduce este hecho en réaa la funcbn L, llamadalagrangiana

Seav € C{([xo, z1]) = {v € CY([zo, x1]) : v(21) =0, wv(z2) =0}, de modo que+tv €
U paratoda € R, y definamos la funéin real

xX
Ft) = J(u+to) = / L, u(@) + to(@), o (z) + 1/ (2))d,
)

cuya primera derivada eén= 0 es, por hiptesis,
F'(0) = 6,J(v) = 0.
Parat € R cualquiera, tenemos que

F() = / (L, ule) + to(@), () + 10/ (2))o(z)

0

+ Ly (2, u(z) + to(z), v (z) + t'(2))v' (z)) dz,
de modo que, eh= 0
1
0=F'0) = / (Lu(z,u(@), v (z))v(z) + Ly (z,u(z), v (z))v' (z))dz.
0
Integrando por partes el segundo sumando de la integral y usando=Gg ([, z1]) obtenemos
gue la condidn necesaria para quesea un rmimo es

9) /m (Lu(x, u(z), v (z)) — %Lu/ (, u(m)7u/(aj)))v(;c)dm =0,

0
7
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para todov € C}([zo,x1]). El siguiente resultado, conocido como el Lema Fundamental del
Calculo de Variaciones, nos proporciona la primera cobdiciecesaria para la existencia de un
minimo:

Lema 1. Seag € C([xo,x;]) una funcon continua tal que

/;1 g(x)v(x)dx =0

0

para todav € C}([zg,r1]). Entonceg)(z) = 0 para todox € [z, z1].

Demostracbn. Supongamos que exisié € (xo,z;) tal queg(z*) > A > 0. Por continuidad,
tambén existe ure > 0 tal queg(z) > A/2 en(a* —e,2* +¢) C (zo,x1). A continuacon,
construimos una funén regular positiva con soporte contenido en este subintervalo. Para ello,
consideramos la fungh C*° definida enR

expl(— 1—.’172 -1 si—1l<z< ].,
0 en otro caso,

y, a partir de ella, construimos la fuai

T —x*

o) = Zf(5),

con soporte elf* — ¢, z* 4 €). Tenemos entonces la siguiente contradicci

3

0= /:1 g(@)o(x)dz = /x*—i—ag(x)v(x)dx > 1;/:j o(@)dz = ‘;1/_11 F(@)dz > 0.

0 x*—e

g

Aplicando el Lema 1 a la identidad (9) deducimo&tauacion de Euler, condicbn necesaria
para la realizaéin de un nmimo (y, en general, de un extremo)&n
Ly(z,u(z), v (x)) — 4
dx
La ecuaddn de Euler juega un papel fundamental enatualo de variaciones y es, en general,
una ecuadn diferencial de segundo orden. A contindecmostramos algunos casos especiales
en los que la ecuan de Euler puede reducirse a una ecacie primer orden o en los que sus
soluciones pueden hallarse por medio de cuadraturas.

Ly/(z,u(z),u'(x)) =0 paratodor € (z1,x2).

1. Elintegrando no depende de En este caso la ecuéci de Euler es
d
—Ly=0
dx u )

de modo que obtenemos la ecuacdiferencial de primer orden

Ly (z,u(x),u'(x)) = C,
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conC' una constante. Resolviendo esta ecbracespecta’ obtendremos una ecuaai
del tipo
u'(z) = F(z;C),

que se resuelve mediante @aulo de una primitiva dé'(z; -).

Ejemplo 4. El funcional

e
J(u)—/o de

representa el tiempo invertido en el desplazamiento de un punto material que se mueve
a velocidadv(x) > 0, alo largo de la curva, desde(0,0) a (1, u;). La ecuaddn de

Euler es

C?v(z)?

/ _ 2 / 2 _
u(z) =Cr(z)V1+u* = u'(z)" = T ()2

de donde .
_ Cv(x)

0 1—C%(x)?
Observemos que si la velocidad es constante entonces lasohgunaihea recta. Para
v(x) = bx la solucbn es una circunferencia. En efectt(z) = b, luego

17 CPu() (2) 1
u(x) - ia 0 Wdﬂ? = :Fa\/ 1-—- (C’bx)z,

que es la ecuagn de una circunferencia de radigCb. Finalmente, para(z) = /z,
retomamos el problema de la braquistocrona. O

dz.

El integrando no depende de La ecuaddn de Euler es

d
0=1L, — %Lu/ =Ly — Lyt — Lyt

Multiplicando esta ecua@n poru’ obtenemos

/ 12
0= Lyu — Ly,u

d
—L////,:iL— ,L/
WU dx< u' L),
de modo que la ecudmi de Euler se reduce a
L—-uLy,=C,
dondeC es una constante.

Ejemplo 5. Determinar la curva diferenciable, con los puntos extremos fijos, que al girar
alrededor del eje de las abscisas forme una superfi@esdeninima.
El area de una superficie de revolutiviene dada por

x2
J(u) = 27r/ uV 1+ udx.

1
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La ecuacdbn de Euler es

12

ux/l—l—u’Q—L:C,
V14 u?

que, simplificando, queda

2 2
u ut —=C
Cﬁu/:

\/1+u/2: c?

Separando variables, obtenemos

2 _ (2
do— SN i otV
u2 —C? C

de donde se deduce que

x+ Cq

(10) u(x) = C cosh o

gue es una catenariaokht = %(et + e~1)). Finalmente, las constant€ésy C; se
determinan a partir de las condiciones de contari®) = u; y u(z2) = uz. Se dan
tres casos:
a) Si se puede trazar unaica curva de la forma (10) por los punt@s;, u;) y
(z2,us2), entonces la catenaria da la so@rcdel problema.
b) Si hay dos extremales que puedan trazarse por los puntos dados, entonces uno es
solucbn y el otro no.
c) Sino hay ninguna curva de la forma (10) que pasgporui) y (x2, uz), entonces
no se alcanza unimimo en la clase de superficies de revabuciegulares.
O

3. Elintegrando no depende dé. La ecuaddn de Euler es
Ly(z,u(x)) =0,

gue es una ecudmi algebraica, no diferencial.

Supongamos ahora queposee tami@n segunda varia@n, de modo que en unimimo local,
u, debe satisfacer$@.J > 0, y analicemos las repercusiones sobre el lagrangiantenemos

F'(t) = /931 (Luu(z,u(z) + to(z), v/ (z) + t'(z))v(z)?

zo

+ 2Ly (2, u() + tv(z), v (x) + t' (x))v(x)v' (2)
+ Ly (2, u(x) + to(z), v/ (z) + tv’(x))v’(wf)d:c,



1. PROBLEMAS VARIACIONALES CON FRONTERAS FIJAS EN UNA VARIABLE 11

de modo que la condign F”(0) = 62.J(v) > 0 implica

(11) /ml (Luu(:c,u(x), u’(ac))'u(av)2 + 2L (z, u(z), o' (z))v(z)v' (z)
+ Ly (2, u(2), v/ (z))0' (2)?)dz > 0.

Lema 2. SeanF; : [zg,z1] — R, ¢ = 1,2,3 funciones continuas y supongamos que la forma
cuadratica
x]
Qv) = / (Fu(z)o(x)? + Fa(z)v(x)'(2)) + Fa(x)' (2)*)dz,
)

definida enC{ ([0, z1]), €S no negativa. Entoncé$(x) > 0 para todoz € (g, 1).

Demostracbn. Supongamos que existe ufi € (zg,z;) tal queF3(z*) < —A < 0. Por con-
tinuidad, tambgén existe ure > 0 tal que F3(x) < —A/2 en(z* —e,2* + ) C (xo,x1).
Consideremos nuevamente la fuitif definida en la demostrdm del Lema 1y, a partir de ella,
la funcion X

r—x

ve(z) = f(

con soporte elfr* — ¢, z* 4 ). Tenemos

);

9

¥ +e
Q(ve) = / (Fi(2)ve(2)® + Fo(2)ve(a)vl(z) + F3(x)vl(x)?)de

= [ (B + e+ R sl D e e Y ey
1 1 A 1
<c [ Gl [ R ) for -5 [ Fwl
y como
[ swraso
se obtiene una contradiéei tomanda s_ulficientemente peqile. O

El Lema 2 aplicado a laidentidad (11) nos permite obtener la llai@addicion de Legendre
sobre el lagrangiano:

Ly (z,u(z),v (x)) >0 paratodar € (xq,x1).

Observacbn 2. Integrando por partes el segundo sumando del miembro derecho de la desigualdad
(11) obtenemos

z1 d
/ ((Luu - 7Luu/)v2 + Lu’u/U/ Q)dx > 0.
20 dx

Puesto que(zg) = 0, siv’ es pequia en todo el interval@rg, z1) entonces la funéinv se@ pe-
queia en dicho intervalo. El rgaroco no es cierto, ya que podemos construir funciones pegue
pero con una derivada tan grande como queramos. Esto muestra gumriebtdominante de esta
integral es el que involucrak,,/, y de afila condicbn de Legendre. O
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Ejemplo 6. El problema de la braquistocrona. Retomemos el problema de la curva de descenso
en tiempo nmimo introducido en la Introducgn. Se trata de minimizar el funcional
J(u) = /xl(w)wdx,
0 gr

gue representa el tiempo de descenso de unaplarimaterial, con velocidad inicial cero, a lo
largo de la curvau que une los punto§),0) y (z1,u;) debidolnicamente a la admn de la
gravedad. Aguasumimos que: es diferenciable con continuidad. Las condiciones necesarias
para la existencia de uninimo vienen dadas por la Ecuénide Euler

d u'(x)

@((2993(1 +u'(2)?))1/2
y la condicbn de Lagrange

) =0 paratodar € (0,1),

(14 o/ (2)?) 32 (2gz)"? >0 paratodar € (0,z1).

La condicbn de Lagrange se satisface trivialmente. Integrando |la Enude Euler obtenemos
' (z)
(x(1+ ' (2)%))1/?
y para cierta constantg la cual incluye el factof/2g. Particularizando em = x; obtenemos
' (21)?
1+ (21)?
con lo qued < k%x < 1 paraz € (0,z1). De (12) obtenemos

B k2z
1 — k22’

(12) =k paratodar € (0, 1),

k‘21'1 = <1,

U/(LU)Q
y usando la parametrizai
1
z(t) = @(1 — cost), y(t) = u(z(?)),

tenemos qug debe satisfacer

12 (o pon2  Kz(t) o 1—costsen®’t (1 —cost)?
Y0 = (w0 (1)” = 1- kzx(t)x ()" = 1+cost 4k* 4k* 7

de donde

1
) = (1 — .
y(t) = £55(1 — cost)

Usando la condiéin de contorn@(0) = u(z(0)) = 0y queu > 0 obtenemos
1
y(t) = @(t —sent).
Para quex(t), y(t)) sea una soludn de nuestro problema es necesario que satisfaga la segunda
condicbn de contorno, es decir, que existatymal que

1
(t; —senty).

1
x1 =x(t1) = =5 (1 — costy), uy = y(ty) = CTE)

2k2
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Observemos que, aunque la fulrtiy es invertible para tode > 0, la funcibn = sblo lo es en
(0, 7), de modo que debemos imponere (0, 7). Fisicamenter debe ser estrictamente creciente,
puesto que la pddula material no puedgubir en contra de la gravedad. Tomando el cociente de

estas dos condiciones obtenemos
U1 . tl — sen tl

x1  1—cost]
No es difcil comprobar que la funén f(¢t) = (t —sint)/(1 — cost) es creciente e(0, ), y que
su valor néximo esf(r) = /2. Por tanto, sk; /x; < /2 la parametrizadin construida es una
solucbn del problema. De lo contrario, el problema no tiene séhuci O

2. Generalizaciones del problema con fronteras fijas

2.1. El caso de varias variablesAnalizaremos el caso de dos variables, por simplicidad
en la notadn. El casar—dimensional es una extensi directa. Consideremos un funcional de la
forma

J(u)—/L(a:,y,u,ux,uy)dxdy
Q

conu : Q — R, siendo2 C R2. Supondremos, de nuevo, quees un ninimo de.J, con
u € CH(Q) tal queu(r, y) = up(z,y) end. Definiendo, para € C3(Q),

F(t)=J(u+tv) = / L(x,y,u+ tv, ug + tvg, uy + tv,)dzdy,
Q

obtenemos

F'(t) = / (Lu(a:, Y, U+ 10, Uy + tg, Uy + t0y)V + Ly, (2, Y, u + tv, Uy + tog, uy + tvy) v,
Q
+ Ly, (2,9, u + v, ug + tvg, uy + tvy)vy)d:cdy7

de modo que en= 0 se tiene

0=20d,J(v)=F'(0) = / (Lu(2, Y, w, g, uy)v + Ly, (2, Y, U, Usy, Uy ) Vg
Q

+ Luy (.’L‘, y7 uil?a Uy)?}y)dxdy

Usando el teorema de la divergencia deducimos
0 0
/ (LU($7 Y, U, Ug, uy) - 7Luz (x’ Y, U, Ug, uy) - 7Luy (ZE, Y, Ug, Uy))’[)d(]j‘dy = Oa
Q Ox oy

para todav € C}(f2). Finalmente, una exter@si del Lema 1 a dos dimensiones nos permite
obtener la Ecuadn de Euler

Lu(xayaua Umauy) - %Lum(x,yauauxauy) - @Luy(x7yauxauy) = 0.

Ejercicio 2. Deducir la condidn de Lagrange para el caso de dos variables. O
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Ejercicio 3. Deducir las ecuaciones de Laplace y Poisson como las ecuaciones de Euler que
minimizan los siguientes funcionales:

30 = [ () + () dody

J(u) = /Q ((um)2 + (uy)2 + 2uf(z, y))dwdy
O

Ejemplo 7. La ecuacbn de ondas.El principio variacional fundamental de la Matca es el
principio de la acdn estacionaria (nima accbn), el cual afirma que entre los movimientos ad-
misibles de un sistema de puntos materiales selefettmovimiento que da un valor estacionario
alaintegral

(13) /t ",

0

dondeT es la enerta cirgtica yU es la enerta potencial del sistema.

Apliguemos este principio para deducir las ecaaalel movimiento de una cuerda oscilante,
la llamadaecuacon de ondasSituemos el origen de coordenadas en uno de los extremos de la
cuerda. La cuerda en estado de reposo se encuentra , bajoda deda tengin, en ciertaihea
recta, en la cual situamos el eje de las abscisas. La desvideila situadin de equilibriou(x, t),
es funcon de la abscisa; y del tiempoy.

La energa potenciall/, de un elemento de una cuerda flexible es proporcional al alargamiento
de la misma. El segmento de cuerdia en estado de deforma&ei tendé una longitudds =
mdx y, por lo tanto, el alargamiento del elemento es

(V14 (ug)? —1)da.

Usando ladrmula de Taylor, obtenemos la aproxinci

V14 (ug)? ~ 1+ %(%)2,

de modo que podemos considerar que,sts pequio, entonces la endagpotencial del elemento
es, aproximadamente, igua%&(ux)de, dondek es un factor de proporcionalidad, un coeficiente
de deformadin. Tenemos, pues, que la eriargotencial de toda la cuerda viene dada por

1/t )
— [ k(ug)“dx.
2 Jo

Por otra parte, la engi@cirética de la cuerda es

1 l
! / o),
2 Jo
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dondep es la densidad de la cuerda. La integral (13) tiene la forma

t1 gl
J(u) = ;/t /0 (p(ut)2 _ k:(ux)Q).

La ecuaddn del movimiento de la cuerda viene dada por la ecuagée Euler para el funciondl,

gue tiene la forma

O, 4 O

gue es la ecuadh de ondas. O

Ejemplo 8. Problema de PlateauSe trata de hallar la superficie de mefoea con un con-
torno dado. Si el contorno viene dado pgre,y) = 0, podemos introducir la parametrizani
(z,y,u(z,y)) de la superficie buscada, que debe minimizar el funcional

J(u) :/ \/ 1+ u2 + ulddy.
Q

La ecuaddn de Euler tiene la forma
(14) r(14¢*) — 2spg +t(1+ p*) =0,
donde
P=1Uz, G=Uy, T =Uggp, 8= Ugy, = Uyy.
La ecuaddbn (14) tiene un significado ged@trico importante, que explicaremos a partir de la
férmula para la curvatura media de la superficie

1,1 1 Eg—2Ff + Ge
M=(—+—)=
2t ) = aEe
dondeF, F'y G son los coeficientes de la primera forma fundamentalfyy ¢ los de la segunda.

Para la parametrizam considerada, l&fmula de la curvatura media queda como

r(1+ ¢?) — 2spq + t(1 + p?)
Es decir, la curvatura media de cualquier superficie extremal es nula. Las superficies con esta
propiedad son llamadasiperficies minimales O

M =

2.2. Elcasode varias inagnitas. Por simplicidad, nos restringimos al caso de doégmi-
tas. Consideremos la minimizaai del funcional

1
J(u,v):/ L(z,u,v,u',v)dx,

0

conu(xg) = up, u(zy) = u, v(xg) = vy, v(x1) = v1. Si definimos

F(t,7) = J(u+tp,v+ 1),
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y asumimos que/ tiene un extremo local efu, v), entonces tambn lo tenda £ en (0,0), de
modo que debe satisfacerS&'(0,0) = (0,0). Asumiendo la regularidad necesaria sobre
tenemos que una condici necesaria sar

1

0 = F(0,0) = / (Lu(m, u,v,u',v")p + Ly (2, u,v, u’,v’)«p’)dm,

0
1

0= F;(0,0) = / (Lv(a:,u,v,u’,v’)w + Ly (x,u, U,’U,I,U/)l//)dli,

o)
gue son ecuacionesa@ngas a la del caso unidimensional. De modo similar a este caso se deducen
las ecuaciones de Euler

Ly(z,u,v,u',0") — %LU’(xvua v,u',v') =0,
Ly(z,u,v, u',v’) — %Lv/(%ua%l‘/ﬂ/) =0.

Ejemplo 9. Geodsicas de superficies de revolpigi
Consideremos una superficie regular de reveéluch, dada por la parametrizaci

z(u,v) = (f(v) cosu, f(v)senwu, g(v)).

Cualquier curva regular efi puede describirse mediante una parametriadel tipo(u,v) =
(u(t),v(t)) cont € (0,7). Como sabemos, la curveasicorta que conecta dos puntef)), v(0)) =
(uo,v0) Y (w(T),v(T)) = (ur,vr) se llama ungeodesica

La longitud de arco entre estos dos puntos viene dada por

T T
Jnw) = / L(t, u, vy, v')dt = / I(t,u,v,4', 0" 2dt,
0 0

donde! es la primera forma fundamental, que en el caso de superficies de réwoligrie la
forma

I(u,v,0',0') = f(0)*u” + (f'(v)? + ¢ (v)*)0".
Las ecuaciones de Euler viene dadas por

4P
dt I(u,v)=1/2

/@)% + (f'(0) () + ' @) ()W d (f'(v)* + g ()
I(u,v)1/2 dt  I(u,v)/?

En el sencillo caso del cilindro, podemos tonfér) = 1y g(v) = v. Las ecuaciones de Euler
son

=0.

d u’ d v
- =0, —-——
dt I(u,v)=1/2 dt I(u,v)=1/2

u = O /ul? +02 = O /w2 + 1}/27

=0,

es decir
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de donde deducimos qué = cv’, 0 bien,u(t) = cv(t) + ¢, es decir, una familia biparagtrica de
curvas helicoidales sobre el cilindro. O

2.3. Funcionales que dependen de las derivadas de orden superi@onsideremos el
funcional
1
J(u) = / L(z,u,u',u")dz,
X

0
y supongamos que € C2([xo, z1]) s un extremo local sujeto a las condiciones

u(xg) = ug, u(ry) =wuy, u'(xg)=uny, u(r)=1}
No es difcil ver que la ecuaéin de Euler viene dada por

2
Ly oLy 4

2.4. Problemas variacionales con restricciones€n las secciones anteriores hemos estu-
diado las condiciones necesarias para la existencia de un extremo de funcionales definidos en
clases de funciones que toman valores constantes en la frontera. Como vimos en la Introduc-
cibn, existen aplicaciones en las que es natural considerar ciertas restricciones adicionales sobre
el conjunto de funciones admisibles. Entre lasnimportantes se hallan las restricciones de tipo
isoperinétrico y las restricciones de igualdad, que estudiamos a contimuaci

2.4.1. Restricciones de igualdaén este problema, se trata de haliae (uy, ..., u,) para

la cual el funcional

Ly =0

J(u) = /x Y L w0 da

0
tiene un extremo, con las funciones admisibles satisfaciendo las condiciones usuales de frontera,

y tales que
oi(z,u,0) =0, i=1,....m, m<n,

dondeyp; son ciertas funciones regulares dadas.iA&gumimos que las restricciones son indepen-
dientes, es decir, que

A1, ---,0m)
B um) 7

Teorema 1. Siu realiza un extremo del funciondly satisface las restricciones
oi(z,u,0) =0, i=1,....m, m<n,
entonces tambn satisface las ecuaciones de Euler para el funcional
1
J*(u) = / L*(x,u,u’)dz,
T

donde
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Las funcioneg\, ..., \y,) yu = (ug, ..., u,) Sse determinan a partir de las ecuaciones de Euler

y de las restricciones

Demostracbn. Lo demostraremos para el caso particular en el que los enlaces no dependen de
u’. Seau un extremo restringido dé. La condicon fundamental de extremé,.J = 0, tiene la
forma habitual

T n
/ (D Luvj + Ly vf)da = 0.
x0 j=1 J

Sin embargo, no es posible aplicar el lema fundamental para deducir las ecuaciones de Euler ya
que las funciones; estin sometidas a los enlacesy; = 0y, por tanto, las variaciones no son
arbitrarias. En efecto, asumamos que pgaga(0, <) las variaciones satisfacen las restricciohes

es decir,

iz, up + tog, ..., up + tv,) = 0.
Entonces
iz, ur + tor, ... up + toy) — @iz, ur, ... un) =0, t€(0,8)

de donde

Za% i=0, +=,1...,m,
8u]

y, por tanto, solo puede habaer— m variaciones arbitrarias. Inspirados en el caso de dirbansi
finita, multiplicamos estas ecuaciones por funciokgs determinar. Integrando €, x1) ob-

tenemos
/ i Z a%'vjdx =0,

de modo que tambn se satisface

(15) / Z w o /—I-Z)\ % vjd;v—O

$0]1

Todava no podemos aplicar el lema fundamental, puesto que las variaciones siguen siendo de-

pendientes. Consideremos lasfunciones\y, ..., \,, determinadas como la soléci tnica del
sistema de ecuaciones algebraicas lineales
0p; .
Lu, =~ ,+ZAau =0, j=1,...,m,
J

Igs posible, gracias al teorema de la funmcimplicita
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gue existe debido a que las restricciones son independientes, es decir,

Ap1,- - m)
—— #0.
a(ul, ‘e ,um) #
Con\q, ..., A\, elegidas de este modo, la integral (15) queda como
R d o\ Op;
j=m+1 =1

donde solo consideramas- m variaciones, que yd pueden tomarse arbitrariamente. Anulando
sucesivamente todas lagexcepto una y aplicando el lema fundamental, se deduce el resultado.
O

Ejemplo 10. Geodesicas.Seap(z, y, z) = 0la ecuaddn de una superfici&;, dada y supongamos
gue toda curva diferenciable definida soSradmite una parametrizami del tipo

a:ltot] =S, alt) = (a(t),y(b), =(1)).

Entonces, la longitud de arco viene dada por
h 1/2
Ty, ) = / (@ (6)2 + o/ ()% + 2/ (8)2) V2.
to

Las condiciones de extremo son

/

d x
3. A r — 07
dt((l,IZ +y’2+z’2)1/2) TAP

con ecuaciones afogas para y z. Introduciendo el cambio de variable a longitud de ak;o,

determinado por
ds
dt (I/Q yl2 2,2)1/2

tenemos que, = ¢4y
o v )- ds dx
dt (I.IZ +y/2+z’2)1/2 T dt ds?’
De este modo obtenemos la refaci
dz/ds®  d’y/ds*  d?z/ds® A
Oz Oy 0 ds/dt’

la cual expresa que la normal a la curva coincide con la normal a la superficie, que es lbdefinici
usual de geoskica en geomét diferencial. O
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2.4.2. El problema isoperigirico. En este problema, se trata de hallar la fonai para la
cual el funcional

J(u) = / Y L u, w)da

o

tiene un extremo, con las funciones admisibles satisfaciendo las condiciones de udntera

ug Yy u(z;) = uy, y tales que, para cier@@ = (G, ..., Gy,) se tiene
1
/ Gl(l‘, u, u')daz = [1
0
para ciertas constantes fijadés;: = 1,...,m.

Los problemas isoperiatricos pueden reducirse a problemas con restricciones de igualdad
como los vistos en la se@si anterior. Para ello, introducimos las funciones

z,(:r):/ Gi(x,u,u)dz,
o

parai = 1,...,m, las cuales satisfacef(zo) = 0y z;(x1) = ¢;. AdemBs,z,(z) = G;(z,u,u’).
De este modo, los enlaces isopeginicos

1
/ GZ(Z‘, u, u')daz = El
xo
se transforman en los enlaces diferenciales
2i(x) = Gi(z,u,u’).

A continuacon, definimos el funcional

~ r1
J(u,z):/ L(z,u,u’)dz,

0

conz = (z1,...,2ny). El extremo debe satisfacer las condiciones de frontera
(u(zo),z(x0)) = (u0,0), (u(x1),2(z1)) = (w1, ),
siendol = (¢4,...,4,), Y las restricciones de igualdad
Gi(r,u,u') -2, =0 parai=1,...,m.

Aplicando lo visto en la seagn anterior, consideramos el funcional
1 m
J*(u,z) = / (L(a:, u,u) + Z i(2)(Gi(x,u,u’) — z{))dm,
Zo i=1

cuyas ecuaciones de Euler vienen dadas por

i oG, d i 0G;
Lo; + ; ()\z(x) Buj) - @(Lug + Zl Ai() ou’ ) =0,

cuando derivamos respecto lasdgaitasu;, j = 1,...,n'y por

d
—Ai(x) =0,
dx ()
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cuando derivamos respecto lasdgaitasz;, ¢ = 1, ..., m. Obviamente, de adueducimos que
A; son constantes. Adem, las primeras ecuaciones son las mismas que las ecuaciones de Euler
asociadas al funcional

T () = / - (L. m ) + f: \Gi(r,u, ) ) da.
*o i=1

De este modo hemos llegado a la siguiente regla: para obtener la éomtciesaria fundamental
en el problema isoperi@trico sobre la determinauoi de un extremo del funcional

Z1
J(u):/ L(z,u,u)dz,

0

conu(zg) = up Y u(x1) = uy, y sujeto a las condiciones isopeétricas

Z1
/ Gi(m,u, u')d:c = fl
o

hay que considerar el funcional auxiliar
T m
J(u) = / (L(:c, u,u’) + Z AiGi(z,u, u’))dx,
zo i=1

donde); son constantes a determinar, y escribir sus ecuaciones de Euler. Las constaetes
determinan a partir de las condiciones isopétmgas.

Ejemplo 11. Hallar la curvau de longitud/ dada para la cual @rea del trapecio curiiieo de la
figura es maxima. El funcional a estudiar es

X, X

T(u) = /z " (@),

0

conu(xg) = up Y u(x1) = uy, y sujeto a la condiéin isoperingtrica

J(u) = /Il V 1+ (x)?de = L.
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Las ecuadin de Euler del funcional asociado

J(u) = /931 (u(@) + A1+ (z)?)dx

0

viene dada por

u'?
D VS B . —
V1+u?

donde hemos usado que el integrando no depende Ske sigue que
A

\/1+u’2'

Introduciendo un pametrot tal queu’ = tan ¢, de la ecuadn anterior obtenemos

u—C1 = —

u = C1 — Acost.

Ademas, dedt = tant se sigue que

_du _ Asentdt
~ tant  tant
de modo que: = Asent + Cs. Despejande de las expresiones patiay = obtenemos

(J} — 02)2 + (u - 01)2 = \2

dx

= Acostdt,

Finalmente, las constantés, Cs> y A se determinan a partir de las condiciones de fronteray de la
condicbn isoperingtrica. O

Ejemplo 12. Problema de autovalores$iallar el ninimo del funcional

conu(0) = u(m) = 0y sujeto a
/ u(z)?dr = 1.
0

J(u) = /(f(u’(ac)2 + Au(x)?)dz,

cuya ecuadin de Euler viene dada por

El funcional asociado es

1
u’ = Au,

es decir, es un problema de autovalores. Lasadel polinomio caractstico sortv/\. SiA > 0
entonces la soluén general viene dada por

u(x) = Cy exp(VAz) + Cy exp(—VAz)

que no puede satisfacer las condiciones de frontera, de modo que no hagrsparei\ > 0. En
el caso contrario) < 0, se tiene que la solumn general es

u(z) = Cy sen(vV—\x) + Cy cos(v—Az).
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Las condiciones de frontera implican quer) = C sin kx, conk = /—\. La condicbn isope-
rimétrica implica

g m km 2
d
1 —/ u(x)dr = 012/ sin® kxdr = 012/ sin? s = 701”,
0 0 0

de dond&”y = ++/2/m, y la solucbn queda como
2
u(x) = £—senkz,
T

es decir, hay una familia unipar&tnica de extremales que, de hecho, témlsatisfacen la condi-
cion de Legendre. O

3. Variacion general de un funcional

3.1. Deducobn de la formula basica. En esta secon deduciremos l&bfmula general para
la variacbn de un funcional de la forma

1

J(u) = / L(z,u,u)dx.
zo
Asumiremos que las curvas admisibles son regulares, digahgeero a diferencia de las fife-
sis de las secciones previas, asumiremosu{ug) y u(z1) pueden variar arbitrariamente. Este
hecho nos motiva a introducir la siguiente r@tde distancia: definimos

d(u,u*) = méx ju — u*| + méx |u’ — u*'| + | Py — P| + | P — Py,

dondePy, P € R? denotan los puntos correspondientes al extremo izquierdo del intervalo de
definicion deu y v*, respectivamente, ¥, P} al extremo derecho de dicho intervalo. En general,
las funciones: y v* estin definidas en intervalos diferenteg I*. Asi, para que nuestra na@ci
de distancia tenga sentido debemos extendet* (de un modo diferenciable) a un intervalo que
contengad el*.

Supongamos ahora quey u* son cercanas en el sentido de la distancia definida y consi-
deremos su diferencia = u* — u. SeanPy = (zo,up) Y P1 = (x1,u1), dondeu(zo) = uo,

u(zy) = w1,y
PS = (x0+5x0,u0+5u0), Pl* = ($1+(5.%‘1,U1+5U1),

dondeu*(xg + dxg) = up + dug y u*(z1 + dz1) = uj + duy. La correspondiente variam, 5./,
del funcionalJ, viene dada como una expréesilineal en &rminos dev, v/, 6xq, dx1, dug, duy, y
gue difiere del incremento

AJ =J(u+v)—J(u)
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X, X0+(5X0 X, Xl+5x1

FIGURA 1
en una cantidad de orden menor que uno relativa a la distdqcia + v). Como

r1+0x1 xr1
AJ = / L(z,u+v,u +v)dr — / L(z,u,u)dx

o+dzo zo

1
= / (L(z,u+v,u' + ') = L(z,u,u'))dz

0
T1+0x1 zo+dzo
—|—/ L(z,u+v,u +v")dz —/ L(z,u+v,u +v')dz,
xr1 xo

se sigue de latfrmula de Taylor que

(5(130

T=x0

1
AJ ~ / (Lu(x, u,u')v — Ly (x,u, u’)v’)da: + L(x,u, u')‘x:xldazl — L(z,u, u’)}
o

oL@, )| p=zo 00— Lyv

= T=x0’

X1 d
= / (Lu—%Lu/)vda:—{—L(a:,u, u’)‘x:méml—{—l}ulv

o
donde~ denota igualdad excepto pé@riminos de orden mayor que uno con respeetQiau+v).
Sin embargo, queda claro en la Figura 1 que

v(wo) ~ Sug — u'(z0)dz0, v(T0) ~ duUs — U (71)d771,

y, por tanto

x1 d
5uJ(U) = / (Lu - %Lu/)vda: + Ly x:méul + (L — Lu/u/)‘x_ 0x1 — Ly dug

=x1 T=T0
0
+ (L — Lu/u’)’x:mé:no,
0, de un modo r@as conciso
1 d T=x1 Nt
(16) dud (v) = / (Lu — d—Lu/)vda: + Loy + (L — Lyu') ,
zo X r=x0 r=x0
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donde hemos definido
0| g=z; = 0i,  OX|y=y; = 0U;.

Esta es ladrmula kasica para la variagn general del funcional.

Observacbn 3. La formula de la variaéin general para el caso-dimensional se deduce de un
modo adlogo, siend@sta

SuJ(v) = / S (L, - %Lu;)vidm + Y Ly
o =1

i=1

r= r=x1

- + (L - ZugLu;)daz
i=1

T=x0 T=x0

a

Ejemplo 13. Estudiamos a continudm el caso en que las condiciones que se imponen en la
frontera del intervalo son que las coordenadasresbntenidas en dos curvas dadas. Es decir, se
trata de hallar, de entre todas las curvas regulares cuyos puntos fronkera@senidos en dos
curvas,p y ¥, aquellas que realizan un extremo del funcional

() = / Y L) da,

0
La variacbn general deJ viene dada por ladrmula (16). Claramente, cualquier extremal.tle
debe satisfacer la ecuaaide Euler, con lo que (16) puede escribirse como

5uJ<’U) = Lu/

/
xléul + (L — Lyu )‘zle(sxl — Ly

x05u0 + (L - Lu/u’ oz,

){x:xo

r=

gue debe anularse en todo extremao/d®e acuerdo a la Figura 2,
dug = (¢'(x) + €0)dxo, dup = (V' (x) 4 €1)dzy,
cone; — 0 cuandadz; — 0. Luego, en un extremo debe satisfacerse

0=0,J(v) = Lyt + L — u’Lu/)|x:x15x1 — (Ly¢' + L —u'Ly)

w=x0 (5%0.

Como los incrementosrg y dx1 son independientes, la anteriériula implica
(L+ (SOI - u/)Lu’)
(L+ (" —u')Lw)
gue son las llamada®ndiciones de transversalidady que son condiéin necesaria de extremo

paraJ.
En la resoludn de problemas de optimizéci, a menudo encontramos funcionales del tipo

1
/ flx,u)v1+ u’Zdaz,
zo

para los cuales las condiciones de transversalidad tienen una forma particularmente simple. En
este caso tenemos

=0,
=0,

r=x0

r=x1

u' u'L

Vita? 1+u?

L, = f(SU, ’LL)
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: v
u
@ —
|6 Y1
S Yo u
X, X0+(5X0 X, xl+5x1
FIGURA 2

de modo que las condiciones de transversalidad son

/ !/ _ (1 + U/QO/)L
L+(<)0 _U)LUI_ 1_|_u/2 )
/ / o (1 + ul¢/)L

Se sigue que

u=-1/¢" yu'=-1/¢
en los extremos izquierdo y derecho del intervalo, respectivamente. Es decir, en este tipo de fun-
cionales, las condiciones de transversalidad se reducen a condiciones de ortogonalidadX



CAPITULO 3

Las condiciones de Jacobi

1. Introduccibn

En el cafitulo anterior vimos que una condici necesaria para la realizagide un rmimo
de un funcional del tipo variacional

J(u) = / " L u(), o (2))da

con condiodn de frontera fijay(xg) = ug Yy u(z1) = w1, €s la condidn de Legendre
Ly (z,u(z),u (x)) >0 paratodar € (xq,x1).

Legendre, en analdgal caso de dimen finita, intend demostrar, sigxito, que una condion
suficiente para qué tenga un rinimo enu es que se satisfaga la desigualdad estricta

(17) Ly (z,u(z),d/(z)) >0 paratodar € (zg,z1).

En la Observaéin 2 hallamos la siguiente expresipara la segunda variaci

27 =2 [ (e — 2L )
u (U) 2 (( uu dx Uu/)v + u/u/'U ) x’
zo

conv € C¢([xo, 1]). Por brevedad, la escribiremos como

1 /™
B2I(0) = / (Pv'? + Qu?)da.
o
La idea de Legendre fue escribir esta exgresin la forma

1
= / (PV 242w + (Q+ w/)v2)dx,

(18) 0ud (v) = 3

siendow una funcén derivable arbitraria, y donde hemos usado la réfaci

z1 d T1
0= /x %(wlﬂ) = /xo (w'v? 4 2w’ )de,

0
puesto que(xo) = v(z1) = 0. Seguidamente, obsérgue la condién L,,,,, > 0 sefia suficiente
si se pudiera encontrar una fudiciw para la que el integrando de (18) fuera un cuadrado perfecto.
Sin embargo, esto no es siempre posible, como el mismo Legendre demassto que» debera
satisfacer la ecuamn
P(Q+w) = w?

27
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que no posee, necesariamente, una satuglobal en todo el intervalr, z;).! Legendre con-
cluyb que condiciones de tigocal como la ecuaéin de Euler o la condibh estricta de Legendre,
dada por (17), no pddn ser laginicas condiciones suficientes para la realizacie un rmimo.

2. Condicion necesaria de Jacobi

En esta secon estudiaremos las condiciones bajo las cuales el funcional

(19) Gv) = / N (P2 QoY) de,

0

definido para € C}([xo, z1]), es definido positivo. Aunque en la seatianterior obtuvimos este
funcional en reladin con la funddn lagrangiana del problema de optimiZagien concreto

1 1 d

P = iLu’u/a Q= §(Luu o %Lu/“/)’

de momento estudiaremos la positividad del funcional (19) como un problema independiente.
Ya vimos que una condich necesaria para la no negatividad del funcional (19) es que

P(z) >0 paratodar € (zg,z1).
En esta secoin asumiremos la condim
P(z) >0 paratodar € (z9,z1),

y buscaremos condiciones necesarias y suficientes para que dicho funcional sea definido positivo.
Comenzamos escribiendo la ecuacde Euler asociada al funcional (19):

d
(20) —%(Pv') + Qu =0.
Esta es una ecudni diferencial lineal de segundo orden. Las condiciones de fronterg spn=
v(z1) = 0. Este problema tiene la solaei trivial v = 0. Sin embargo, tambh puede tener

soluciones no trivialés En este contexto, introducimos la siguiente defomci

Definicion 3. Diremos que el punt@ es un punto conjugado dg si la ecuacbn (20) tiene una
solucbn que se anula eny y & pero que no es iehticamente nula.

Observacibn 4. Siwv es una soluéin no icenticamente nula de (20) entonces taénkb sea C'v,
para cualquie€' # 0. Hay varios criterios de normaliz&ei que se pueden imponer para forzar la
unicidad de soluéin de este problema. Agasumiremos que’(zy) = 1, que es siempre posible
eligiendoC adecuadamente. En efectoy&ip) = 0y v no es inticamente nula entoncegz)

no puede ser nulo, por el teorema de unicidad para la doubceal (20). O

Ipor ejemplo, siP = —1y Q = 1, la solucbn viene dada pow(z) = tan(c — x). Siz1 — o > m, no hay
solucbn en todo el intervaldzo, 1), puesto quean(c — x) se hace infinita en alo punto de dicho intervalo.

2por ejemplo, par® = Q = 1, la funcbnv(xz) = C senx es soluddbn del problema en el interval®, =), para
toda constanté’.
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Teorema 2. Supongamos qué(z) > 0 en[zg,x1] Y que no hay puntos conjugados en dicho
intervalo. Entonces el funcional cuatico

Gv) = /m1 (Pv’2 + Qu?)dx

es definido positivo para todac C} ([zg, 71]).

Demostracbn. Para demostrar que el funcior@@les definido positivo lo reduciremos a la forma

1
/ Py2de,
Zo

dondey? es cierta expreéih cuya anulaén implica quey = 0. Para conseguir esto, comenzamos
sumando & la funcibn cero expresada en la forma

g
/x %(wvg)dac.

0

A continuacon, seleccionamos la furim diferenciables de modo que la expresi

d
(21) Pv' 4+ Qv+ %(wﬁ) = Pv' % 4 2000’ + (Q + w')v?

sea un cuadrado perfecto. Estogseierto siw es soluadbn de
(22) P(Q+w') = w?,

ya que en tal caso (21) puede escribirse como
P+ 2v)’.

De este modo, si (22) tiene una sofutidefinida en todo el intervala, =], entonce< puede
escribirse como

(23) G(v) = / - P + Ev)%x
B xo P ’
y es, por tanto, definido positivo. De hecho, si (23) se anula, entonces debe ser
v 4 %U =0,

puesto que, por higesis, es? > 0 en|zy, x;|. Pero esta ecudm de primer orden, con la condi-
cibnv(xp) = 0 tiene porunica soluadn av = 0.

La demostradin se reduce, pues, a comprobar que si no hay puntos conjugadgdee!
intervalo [z, x1] entonces la ecuam (22) tiene una soluan global enzg, z;]. Esta ecuaén
diferencial es unacuacon de Ricatti, que puede ser reducida a una ecbiadineal de segundo
orden mediante el cambio

(24) w=——DP,
z
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dondez es una nueva irignita. Con este cambio (22) se transforma en

d
(25) —%(Pz’) +Qz=0,
que es, justamente, la ecuaide Euler d&~. Ahora, puesto que no hay puntos conjugados en
[0, z1] Se sigue, por definibn, que (25) tiene una soluei que no se anula ény, x;]. Por tanto,

la ecuaddn (22) tiene una solugn, dada por (24), definida en todo el intervalg, z1]. O

A continuacon veremos que la conda de que no existan puntos conjugadoscglen el
intervalo[zo, 1] no es solo una condian suficiente sino tamén necesaria. Comenzamos con un
lema que usaremos en la demostaci

Lema 3. Sila funcbnv satisface la ecuabn
d (PV)+Qu=0
—— (v V=
dx
y las condiciones de frontera

U(CEU) = U(l’l) = O,
entonces

/ (P 4 QuP)dr = .

0
Demostracbdbn. El lema es una consecuencia inmediata déilmftila
. d ’ o 2 2
0:/ (—(Pv)—i—Qv)vdx:/ (Pv'” + Qu°)dz,
To dx zo

gue se obtiene por integraci por partes y el uso de las condiciones de frontera. d

Teorema 3. Supongamos quf(z) > 0 para todox € [zg,z1]. Si el funcional cuadatico G
es definido positivo para toda € C{([z¢,1]) entonces el intervaldrg, z1] no posee puntos
conjugados de.

Demostracbn. La idea de la demostrdmi es la de construir una familia de funcionales definidos
positivos dependientes de un garetrot, tales que para= 1 se reduce al funciond¥, mientras
que para = 0 nos da el funcional cuadtico

T 9
/ v “dz,
xo

el cual, claramente, no posee puntos conjugadas @ [z, z1]. Entonces, demostraremos que
cuando variamos el pametrot en [0, 1], no pueden aparecer puntos conjugado:gnr; |.
Consideremos, pues, el funcional

(26) /xl {t(Pv’ 24 Qu?) + (1 —t)/ 2] dx,

0
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que es definido positivo para todoc [0, 1], puesto qué= lo es por hifptesis. La ecuadn de
Euler correspondiente a este funcional es

(27) —% [(tP + (1 —t))v] + tQu = 0.

Seav(z,t) una soluddn de (27) tal que(zo,t) = 0y v, (x0,t) = 1 para todot € [0, 1]. Esta
solucbn depende con continuidad del paretrot, que para = 1 se reduce a la solum v de la
ecuaobn (20) con las condicionegxy, 1) = v(z1,1) = 0, y parat = 0 se reduce a la solua
dev” = 0 con las mismas condiciones de frontera, es de¢ir,0) = = — xo.

Supongamos ahora que el intervalg, z1] contiene un punt@ conjugado de:,. Necesaria-
mente sel ¥ < x1 porque, sit = x1, el Lema 3 implica que existe unano identicamente nula
tal queG(v) = 0, contradiciendo la hiptesis de positividad d€'. Por tanto, la demostram se
reduce a comprobar que no puede haber un punto conjuga€elo el interior dgz, 1.

Para demostrarlo, consideremos el conjunto de los puntos

C ={(z,t) € [xg, 1] x [0,1] : v(z,t) =0}.

Si mostramos que en los puntos en los ge t) = 0 no puede tenerse;(z,t) = 0 entonces
podremos deducir del teorema de la fumcimplicita que el conjunt@ representa una curva
diferenciable en el planot. Tenemos que, si(z*,¢t*) = 0 en aldin (z*, t*) entonces debe ser
ve(x*,t*) # 0 ya que para cualquierfijo v(x,t) satisface la ecuawn (27), y si se tuviera
v(a*, t*) = vy(z*,t*) = 0 entonces deb serv(z,t*) = 0 para todar € [zg,x;] debido al
teorema de unicidad para ecuaciones diferenciales lineales. Pero esto es imposible pugsto que
es una fundn continua e, x1] x [0, 1]y vz (zo,t) = 1 para toda € [0, 1].

Tenemos entonces que el teorema de la fimanplicita nos asegura la existencia de una
curva,z(t), tal quev(z(t), t) = 0 en un entorno de cada punto@ePor hiptesis, el puntdz, 1)
pertenece a dicha curva. Partiendo de este punto tenemoségse (vigura 1):

t C
=1

X b X
0 FIGURA 1

A. Lacurvano puede terminar en el interior[dg, z1] x [0, 1], pues séa una contradicéin
de la dependencia continua der, t) respecto del pametrot.
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B. La curva no puede cortar el segmefito= z1,t € [0, 1]}, puesto que, por el mismo ar-
gumento que el del Lema 3, pero aplicado a la eéme(@7), las condiciones de frontera
v(xo,t) = v(x1,t) = 0y el funcional (26), se tentx una contradicon de la positividad
del funcional para tode.

C. La curva no puede cortar el segmetite= 1, z € [z, z1], puesto que tentamos
v(z,t) = vg(x,t) = 0 para algin (z, t).

D. La curva no puede cortar el segmefto= 0,z € [z, z1]}, puesto que para= 0 la
ecuacdn (27) se reduced’ = 0, cuya soluddn solo se anula en = .

E. La curva no puede aproximarse al segmente= xg, ¢ € [0, 1]} puesto que tenéamos
vz (x0,t) = 0 para algint, contrario a nuestras rogesis.

Se sigue que tal curva no puede existir, con lo que se concluye la demarstraci O

Si reemplazamos la condizi de que el funcionaF sea definido positivo por la de que sea no
negativo obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4. SiG(v), conP(x) > 0 para todox € [z¢, z1], es definido no negativo entonces el
intervalo [z, z1) no contiene puntos conjugados ¢g

Demostracbn. La Gnica diferencia con la demostranidel teorema anterior es que no podemos
asegurar que el funcional auxiliar dado por (26) sea definido positivo-en. Asi, no se puede
excluir la posibilidad de qué = ;. O

Los Teoremas 2 y 3 se combinan en el siguiente enunciado.

Teorema 5. El funcional cuadatico

/ 1 (Pv'2 + Qv2)da:,
zo

conP(z) > 0 paratodoz € [z, z1], es definido positivo para todac C}([zo,x1]) siy solo si
el intervalo[z, z1] no contiene puntos conjugados g

A continuacon aplicaremos estos resultados al problema de optindizaci

(28) J(u) = /m L(z,u(x),u'(x))dx

0
con las condiciones de frontetidx,) = ug Y u(z1) = ui. Recordemos que la segunda vabaci
de este funcional en un extremo viene dada por

(29) /Il (P >+ Qv?)dz,

0

con

1

d
P = *Lu’u’a =
5 Q

(Luu - %Luu’)

NN
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Definicion 4. La ecuacdn de Euler

d
—%(Pv’) +Qu=0

del funcional cuadatico (29) es llamadacuacbn de Jacobiel funcional original dado por (28).

Definicion 5. Se dice que el puntd esconjugadode z; con respecto al funcional (28) si es el
conjugado dery con respecto al funcional cuadtico (29) en el sentido de la Defindi 3.

A continuacon enunciamos laondicion necesaria de Jacobi

Teorema 6. Siw es un nmimo del funcional

J(u) = /391 L(z,u(z),d(z))dx

0

para el cualL,,, > 0, entonces el interval@rg, x1) no contiene puntos conjugados g

Demostracbn. Ya vimos que una condign necesaria para la realizacide un rmimo deJ es la
no negatividad de la segunda var@atievaluada en dichoimimo. El Corolario 4 asegura que si el
funcional cuadatico (29) es no negativo entonces el interv@alg, z1) no puede contener puntos
conjugados dey. O

3. Condicion de Jacobi. Condiciones suficientes para unmimo

En esta secon formularemos las condiciones suficientes bajo las cuales un funcional de la
forma

(30) () = / " L u(), o ())da

0

con condiodn de frontera fijayu(xo) = up y u(x1) = w1 tiene un ninimo en la curva:. Veremos

gue estas condiciones se parecen mucho a las condiciones necesarias obtenidas en las secciones
anteriores. Las condiciones necesarias fueron consideradas separadamente, puesto que cada una
de ellas es necesaria dmsisma. Sin embargo, las condiciones suficientes deben considerarse en
conjunto puesto que la presencia de unimo esh asegurada solo si se satisfacen todas las condi-
ciones simulineamente. Demostraremos previamente un lema que usaremos en la deinostraci

del teorema de suficiencia.

Lema 4. Seau una funcon diferenciable comu(zo) = ug y u(z1) = w1 yv € C}([zo,z1]).
Entonces sL es tres veces diferenciable con continuidad respecto todos sus argumentos, se tiene

J(u+v)—J(u) = /ml(Pu’2 + Qu)dx + /Il(&ﬂ + mﬂ?)dx,

0 zo

donde¢, n — 0 cuandolv||; — 0.
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Demostracbn. El desarrollo de Taylor de orden dos nos proporciona la identidad

1 1 1
J(u+v)—J(u) = / (Lyv + Ly )dx + = / (Lyuv? + 2Ly vt + Ly’ 2)d:r: +¢,
X

) 2 0

donde el restas, puede escribirse como

1
(31) £ = / (e10% + £9vv’ + 30" *)da.
T

0
Debido a la continuidad de las derivadag,, L.,/ Y L./, S€ sigue que; — 0 cuandd|v||; — 0,
parai = 1,2,3. Ahora, integrando por partes y usando las cobdicle frontera dé, podemos
escribir (31) como

1 9
/ (€0 + v’ %)de,

o

con¢, n satisfaciendg, n — 0 cuando||v||; — 0. O

Teorema 7. Supongamos que el funcional (30) evaluada satisface las siguientes condiciones:
1. Lacurvau es un extremo, es decir, satisface la ecanale Euler

d
Ly(z,u(z),u (z)) — d—Lu/ (z,u(z),u'(x)) =0 paratodoz € (zg,z1).
X
2. Alolargo de la curvau se satisface la condigh estricta de Legendre, es decir
1
P(z) = 5= Ly (z,u(z),u/(z)) >0 paratodox € (zo,x1).

3. Elintervalo[zg, z1] no contiene puntos conjugados ¢g
Entonces el funcional (30) tiene urimmo enu.

Demostracbn. Si el intervalo[z, x1] no contiene puntos conjugados €g y si P(z) > 0 en
dicho intervalo, entonces por la continuidad de la sélncie la Ecuaéin de Jacobiy de la funin
P, tenemos que tampoco hahpuntos conjugados en un intervalo mayey, z1 + ¢|, en el cual
tambén podemos asumir que > 0. Consideremos ahora el funcional cuaéro

1 9 1 9
(32) / (Pv' "+ Qu)dx — aQ/ v “dx,
o o
gue tiene por ecuaen de Euler
(33) —i[(P —®]+Qu=0
dz '

Puesto que® > 0 en|zo, z1 + €] Y, por tanto, tiene una cota inferior positiva en este intervalo, y
como la soludn de (33) que satisface las condiciones iniciales) = 0, v'(z¢) = 1 depende
con continuidad del pametroa, se sigue que
1. P(z)—a? > 0paratodar € [z, 21].
2. Lasolucbn de (33) que satisface las condiciones de frontérg) = 0, v'(zp) = 1 no
se anula efjzg, x1].
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El Teorema 2 implica entonces que el funcional (32) es definido positivo paraxtedficiente-
mente pequ@o. Es decir, existe una contamte- 0 tal que
T 9 X1 9
(34) / (Pv'° + Qu)dz > c/ v “dz.
o xo
A partir de (34) deducimos que elinimo es, efectivamenta, En efecto, sea una curva tal que
u + h esh suficientemente primo au. Por el Lema 4 tenemos que

J(u + h) — J(’LL) = /xl(F"U’2 + Q’U)dl‘ + /Il (£h2 + nh/Q)dx,

donde¢, n convergen uniformemente a cero fn, z1] cuando||k||; — 0. Ademas, usando la
desigualdad de Schwarz obtenemos

B2(z) = (/x h’d:c>2 < (2 — ) /: Wdz < (z — o) /x Wdz,

zo 0 o
es decir,
1 _ 2 1
/ h2dz < M/ W2dr,
Zo 2 foits)
gue implica que
R 2 (z1 —20)*\ [ )2
(35) \/ (&h” +nh )dx‘ Se(l—l—)/ W dz,
xo 2 xo
si|¢| < ey |n| < e. Puesto que > 0 puede tomarse arbitrariamente petpiese sigue de (34) y
(35) queJ(u + h) > J(u) para toda: con ||h||; suficientemente peqiie. O

4. Relacbn entre la condicbn de Jacobi y la teofa de formas cuadiéticas

De acuerdo al Teorema 5, el funcional cl&iio

b
(36) / (Pv'? + Qu?)dz,

a
donde hemos cambiado la notaeixo, z1] por [a, b], y dondeP(x) > 0 para todar € [a, b], €S
definido positivo para todac C} ([a, b]) siy solo si el intervalda, ] no contiene puntos conjuga-
dos deu. El funcional (36) es el élogo a una forma cuagtica en dimensin finita. Por tanto, es
natural comenzar estudiando las condiciones de este tipo de formas en un esgiasémsional
y luego tomar elimite n — oo. Esto puede hacerse de la siguiente manera: introduzcamos la
particion

a4 =20,%1,.--, Ty, Tntl = b,
del intervaloja, b], en la cual, por comodidad, suponemos los nodos equiespaciades, (b —
a)/(n + 1). A continuacdn, consideremos la forma cuatica

@) S [R() + Quf]an,

1=



36 3. LAS CONDICIONES DE JACOBI

dondeP;, Q; Y v; son los valores de las funcion&sQ y v en los nodog;;. Esta forma cuaditica
proporciona una aproximami finito dimensional del funcional cudxico (36). Agrupandcermi-
nos similares y teniendo en cuenta qye= v(a) = 0, v,+1 = v(b) = 0, podemos escribir (37)
como

P
v? -2 AZ;

Vi—1U; | -

P4 ‘|‘Pi>

(38) Zn: [(Qim +

i=1

En otras palabras, el funcional cuatico (36) puede aproximarse por una forma catda den
variables cuya matriz viene dada por

ap bp 0 ... O 0 0

by a2 b 0 0 0
(39) 0 bQ as 0 0 0 ’

0 0 O bp—2 an—1 bp_1

0 0 O 0 bpo1  an
donde

P i .
a; = Q;Ax + 1+ parai =1,...,n,
Ax

y

P, .
bi:—A—; parai =1,...,n — 1.

Una matriz como (39) en la cual todos los elementos excepto la diagonal principal y sus dos
diagonales adyacentes se anulan es llamaaksiz de Jacobiy su forma cuaditica asociada es
llamadaforma de JacobiPara cualquier matriz de Jacobi existe ubrafula de recurrencia para

el calculo de los menores principales dados por

al b1 0 e 0 0 0

bl as bg e 0 0 0

0 b .. 0 0 0

Di _ 2 asg :

0 0 0 ce bi_g ;1 bi—l

0 0 0 e 0 bz;l a;
parai = 1,...,n. En efecto, expandiendD®; con respecto a los elementos dellima fila,
obtenemos ladrmula
(40) D; = a;D;—1 — b}_D; o,
gue nos permite determindls, ..., D, en rminos de los dos primeros menores. De hecho, si

tomamosDy = 1y D_; = 0, entonces estadfmula es @lida paratode = 1, ..., n.
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El criterio de Silvester asegura que una forma caticht singétrica es definida positiva si y
solo si todos los menore3; son positivos. Podemosiasbtener un criterio para que el funcio-
nal cuadatico (36) sea definido positivo hacienlo— oo en la Brmula (40) . Sustituyendo la
expresbn de los coeficientes y b; en dicha érmula, obtenemos

P+ P P?,
41 D; = (Qidw+ =)Dy - LD,
(41) Qide + =17 LT (Ar)2 T2
parai = 1,...,n. Es obviamente imposible pasar directamentiatén — oo en esta expresn,

puesto que los coeficientesBg_1 y D; 5 se hacen infinitos. Para evitar esta dificultad realizamos
el cambio

P ...PZi Z1
Di=————F—, Dyg=—=1, D_1=7y=0
(2 (A.Z')Z+1 Y 0 AZU 9 1 0 Y
parai = 1,...,n. La formula (41) se escribe entonces, emtinos de las variablegg; como
P PiZiy1 _ (Q-Aa: n P+ Pi) P PaZ P2 Pi...Pi2Z;
(Az)itl ‘ Ax (Az)i (Az)?2  (Az)i=t 7
es decir
(42) QiZi(Ax)* + Py Zi + P,Z; — PiZiy1 — Pio1Zi—1 = 0,
© 1 Z Z Zi — 74
s 7(13.@ _p_ —7—1> —
Qz 7 Az [ Az i—1 Az 07
parai = 1,...,n. Pasando aifiten — co obtenemos la ecudm diferencial
d
———(PZ' Z=0,
—(PZ)+Q

que es justamente la ecudcide Jacobi.
La condicbn de que las cantidadé% sean positivas es equivalente a la cordiale que las
cantidadesZ; que satisfacen la ecuaci en diferencias (42) sean positivas ya que el factor

P ... P

(Az)itl
es siempre positivo (ya que(xz) > 0). De modo que hemos probado que la forma caiich (36)
es definida positiva si y solo si todas, excepto las primeras2 cantidades, ..., Z,.1 que

satisfacen la ecuam en diferencias (42) son positivas.
Ahora, si consideramos linkea poligonall,, con \értices

((I(), ZO)? (I'l, Zl)a DI (ba Zn+1)a

la condicbn de queZy =0y Z; > O parai = 1,...,n + 1 significa qud,, no corta el intervalo
[a, b] excepto en el punte. Asi, cuandoAz — 0, la ecuaddn en diferencias (42) se transforma en
la ecuaddn de Jacobi, y ldhea poligonall,, tiende a una soluén no trivial de dicha ecuaun ,
la cual satisface la condim inicial

Z1 - ZO Az

— e / = 1i — =11 e
Z2(a) = Zo =0, Z(a)_ilg%) Az iIE%)Ax b
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y adends, dicha soluéin no se anula efu, b]. En otras palabras, cuando— oo, la forma de
Jacobi converge al funcional cuatico (36), y la condidin de que (38) sea definida positiva se
traduce en la condion de que (36) sea definida positiva (Teorema 5), que es equivalente a que el
intervalo[a, b] no contenga puntos conjugadosade



CAPITULO 4

Introducci on a los netodos directos. El netodo de Ritz

Hasta aqu el modo en que nos hemos aproximado a la resofude los problemas variacio-
nales ha sido mediantédnicas que reducen el problema a un problema formuladérerinios
de ecuaciones diferenciales. Hemos obtenido condiciones necesarias y suficientes para la demos-
tracion de la existencia de soluciones, y su posilledo mediante la resolum de la ecuaéin
de Euler asociada. Sin embargo, la resdnafectiva de estos problemas dista de ser sencilla 'y
es por ello que la investigam ha derivado a otros @wodos, los llamados @&odos directos, que
permiten la obtenéin de soluciones aproximadas al problema original.

1. Sucesiones minimizantes

Existen muchascnicas diferentes agrupadas bajo el nombmé&tedos directasSin embar-
go, todas ellas contienen una idea ¢mnque es la siguiente.

Consideremos el problema de hallar éhimo de un funcional/(u), definido en un espacio
M de funciones admisibles. Para que el problema tenga sentido, debemos asumir que existen
funciones enM tales que/(u) < oo, y aden@s que

(43) inf J(u) = p > —o0,

donde elinfimo se toma sobre todas las funciones admisikieEntonces, por definion dep,
existe una sucesn de funcionegu,, }, llamada unaucesbn minimizante, tal que

lim J(u,) = p.

n—oo

Si la sucegin {u,, } tiene una fundn limite, 4, y si es ledtimo escribir

(44) J(@) = lim J(un),
es decir,
J(nh;ngo Up) = nlgrolo J(un),
entonces
J(a) = p,

de modo quei es soluddn del problema variacional. Adérs, las funciones de la sudasimi-
nimizante{u, } pueden tomarse como soluciones aproximadas de nuestro problemparss
resolver un problema variacional dado mediante @toaho directo, debemos

1. Construir una sucesn minimizante{w,, }.
39
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2. Demostrar qudu,, } tiene un imite, .
3. Demostrar que se puede tomariglite (44).

Observacbn 5. Aunque exista una sucési minimizante{u,} para un problema variacional
dado, no tiene por dquexistir el Imite. Por ejemplo, consideremos el funcional

1
J(u) = / 2?u'%da,
-1
donde
u(—1)=-1, wu(l)=1.

Obviamente,J(u) sblo toma valores positivos, y

inf J(u) = 0.
Podemos elegir
t
(45) un(x) _ arctan nx
arctanmn

como la suceéin minimizante, puesto que

/1 222da _ 1 /1 de 2

_4 (arctann)2(1 +n222)2 = (arctann)? J_; 1 +n222  narctann’

y, por tanto,J (u,) — 0 cuandon — co. Sin embargo, cuando — oo, la sucesin (45) no tiene
limite en la clase de funciones continuas que satisfacen las condiciones de frontera. O

Incluso si la suceéin minimizante tiene urirhite en el sentido de las funciones continuas,
no es una tarea trivial el justificar el paso iahite (44), puesto que, en general, los funcionales
considerados en ebtculo variacional no son continuos en dicha norma. Sin embargo, (44) puede
justificarse si la continuidad d&(«) se reemplaza por una condinimas cebil. En este contexto
introducimos la siguiente defindam.

Definicion 6. Diremos que el funcional (u) essemicontinuo inferiormenteenu € M si, para
todoe > 0 existe uny > 0 tal que

J(u) — J(u) > —e,
siempre quélu — u|| < 4.
Tenemos el siguiente resultado

Teorema 8. Si {u, } es una sucedh minimizante del funcional(u), con funcon limite @, y si
J(u) es semicontinuo inferiormente énentonces

J(a) = lim J(uy).

n—oo
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Demostracbn. Por una parte,
(46) J(a) > nhﬂngo J(uy) = inf J(u),
mientras que, por otra parte, dado cualquier 0,

J(up) — J(G) > —¢,

sin es suficientemente grande. Tomamde- oo, obtenemos

J(@) < Mm J(up) +e,

n—oo
0, lo que es lo mismo,.
47 J(u) < lim J(uy),
n—oo
puesto que es arbitrario. De (46) y (47), obtenemos la condudiel teorema. d

2. El método de Ritz

El método de Ritz es uno de losétodos directos &s usados en ehtculo de variaciones.
Supongamos que estamos buscandoieimo de un funcional/(u) definido en un espacio de
funciones admisibles\M, que por simplicidad asumiremos que es un espacio vectorial normado.
Sean

(48) 01,02, - -

una sucesin infinita de funciones dé1, y seaM,, el subespacio lineat—dimensional dem
generado por las primerasfunciones de (48), es decir, el conjunto de todas las combinaciones
lineales de la forma

(49) a1p1 + P2 + ...+ appn,

dondeay, ..., a, Son rumeros reales cualesquiera. Entonces, en cada subedgaciel funcio-
nal J(u) da lugar a una funén

(50) J(arp1 + aops + ...+ anpn)

den variables.

A continuacén, elegimosyy, ..., o, de tal manera que se minimice (50), y denotamos por
1 €l valor minimo del funcional y poi:, el minimo del mismo. Claramentg,, no puede crecer
conn, es decir

H1 2> p2 >
puesto que cualquier combinanilineal dey, ..., ¢, €s autoraticamente una combinaci li-
neal deyq, ..., v,+1. Tamben, cada subespacio de la suoasi

My, Ma, ...
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esh contenido en el siguiente. A continuaciobtendremos condiciones que garantizan que la
sucesbn u,, €S una sucesn minimizante.

Definicion 7. La sucesin (48) escompletaen M si dado cualquiern, € My cualquiers > 0,
existe una combinagn linealn,, de la forma (49) tal qudn,, — u|| < e (donden depende de).

Teorema 9. Si el funcional/ (u) es continuo (en la norma dét) y si la sucesin (48) es completa
entonces

lim p, = p,
donde o
= ir&f J(u).
Demostracbn. Dadoe > 0, seau* tal que
Ju*) < p+e.
Tal u* existe para tode > 0, por definicbn dep. Como.J(u) es continuo,
(51) [ J(u) = J(u)| <e,

siempre quélu — u*|| < & = d(¢). Sean, una combinadn lineal de la forma (49) tal que
lln, — w*|| < d, que existe por sefp, } completa, y sea,, una combinadn lineal de la misma
forma pero para la cual se alcanza éhimo de (50). Entonces, tenemos que

< J(up) < J(ny) <e+ J(u") < p+ 2e.
Puesto que es arbitrario, se sigue que

lim J(u,) = lim pu, = p.
n—oo n—oo
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