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Introduccion

En muchas areas de la Fisica y la Ingenieria, como por ejemplo en Electro-
magnetismo, Acustica, Dindmica de Fluidos o Elasticidad, se presenta a menudo
la necesidad de resolver un problema planteado en un dominio no acotado (en los
libros de D. Colton y R. Kress [18] y C. Chen y J. Zhou [15] se pueden encontrar
algunos ejemplos). Las técnicas de acoplamiento de elementos finitos (FEM) y ele-
mentos de contorno (BEM) son una herramienta muy eficaz para resolver este tipo
de problemas. La idea es compensar las deficiencias de un método con las ventajas
del otro. En efecto, el BEM es especialmente interesante a la hora de resolver pro-
blemas en dominios no acotados ya que permite reducir el problema a una ecuacién
integral sobre la frontera del dominio. Sin embargo, presenta el inconveniente de que
las ecuaciones deben ser homogéneas y lineales con coeficientes constantes. Por otra
parte, el FEM solo puede utilizarse sobre dominios acotados, pero se puede emplear
cuando los materiales son no homogéneos o las ecuaciones son no lineales.

Las técnicas de acoplamiento BEM-FEM consisten en dividir el dominio del
problema original en dos regiones, una regién interior acotada y otra exterior no
acotada, introduciendo una frontera auxiliar si es necesario. De este modo, el pro-
blema se convierte en un problema de transmisién, exigiendo que la solucion verifique
condiciones adecuadas sobre la frontera de acoplamiento. Usando una representacién
integral de la solucién en el dominio exterior, el problema se reduce a un problema
planteado en la regién interior acotada, con condiciones de contorno no locales sobre
la frontera artificial que relacionan los datos de Cauchy de la solucién. Este ultimo
paso puede llevarse a cabo de distintas maneras, obteniendo en cada caso una for-
mulacién BEM-FEM diferente. El nuevo problema se resuelve aplicando el método
de los elementos finitos. Asi, determinamos la solucién en la region interior acotada
y los datos de Cauchy sobre la frontera auxiliar. En la regién no acotada, la solucion
se calcula empleando la férmula de representacién.

El primer acoplamiento BEM-FEM fue presentado en 1979 por O.C. Zienkiewicz
et al. [101], aunque la idea de combinar métodos de ecuaciones integrales con otras
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técnicas ya habia sido empleada por D. Greenspan y P. Werner [43] més de diez
anos antes. Los primeros trabajos en los que se estudia desde el punto de vista
tedrico una formulacion BEM-FEM basada en la férmula de representacién de Green
son los de F. Brezzi y C. Johnson [11], y C. Johnson y J.C. Nédélec [54] (mds
tarde generalizados por W.L. Wendland [93, 94]). Esta formulacién también ha sido
utilizada para discretizaciones BEM-FEM de problemas de Stokes exteriores (véase
A. Sequeira [87], S. Meddahi y F.J. Sayas [72]). Sin embargo, el éxito del método
de C. Johnson y J.C. Nédélec, y de la generalizacién de W.L. Wendland, depende
de que el operador asociado al potencial de capa doble sea compacto. En muchas
aplicaciones, como por ejemplo en Elasticidad, no se verifica esta propiedad.

M. Costabel [20] y H. Han [48] presentaron simultdneamente una formulacién
basada en anadir una ecuacién integral sobre la frontera de acoplamiento. En esta
formulacién, conocida como método simétrico, la compacidad del operador de capa
doble no juega ningun papel. Por esta razon, se emplea para resolver el sistema de
elasticidad (cf. M. Costabel y E.P. Stephan [24], G.N. Gatica y G.C. Hsiao [36]). El
método simétrico también ha sido generalizado de forma satisfactoria para resolver
problemas de contorno no lineales que son homogéneos y lineales con coeficientes
constantes en el exterior de una regién acotada. En este caso, el analisis del error se
realiza cuando el operador no lineal es fuertemente monétono y Lipschitz-continuo
(véanse M. Costabel y E.P. Stephan [24], G.N. Gatica y G.C. Hsiao [36, 33]).

Desde que se realizé el primer acoplamiento BEM-FEM a finales de los anos
setenta, ha habido muchos avances en el andlisis numérico de estos métodos. Sin
embargo, ain queda mucho por hacer para que sean ampliamente utilizados. Esto es
debido, entre otras razones, a que estas formulaciones conducen a sistemas lineales
mal condicionados y con una estructura complicada. Ademads, en general son no
definidos y en algunos casos, ni siquiera son simétricos. Por otra parte, debido a la
presencia de operadores integrales con nicleos singulares, la construccién de estos
sistemas no es sencilla. Ademads, hasta donde sabemos, no existe ningun estudio
acerca del efecto de la integracién numérica sobre la convergencia.

En este trabajo, presentamos una nueva versién del método simétrico de acopla-
miento para problemas bidimensionales exteriores que permite estudiar el efecto de
la integracion numérica sobre la convergencia. Basandonos en las ideas de S. Med-
dahi [67], consideramos una frontera auxiliar regular y sustituimos las funciones
definidas sobre ella por funciones periddicas. De este modo se obtiene una nueva
formulacion BEM-FEM equivalente a la dada por M. Costabel [20] y H. Han [48].
Empleando elementos finitos curvos en la discretizacion, se llega a un esquema de
Galerkin diferente que permite utilizar las técnicas de G.C. Hsiao et al. [51] (ver
también M. Crouzeix y F.J. Sayas [25]) para aproximar los términos de contorno
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mediante férmulas de cuadratura elementales. Estudiamos el efecto de la integracion
numérica y probamos que se conserva el orden de convergencia. También proponemos
algoritmos para resolver los sistemas que resultan de la discretizacion.

Hemos aplicado estas técnicas a diferentes problemas exteriores en el plano. En el
capitulo 1, introducimos las notaciones y los conceptos necesarios para el desarrollo
de este trabajo. Recordamos las definiciones y las propiedades fundamentales de los
espacios de Sobolev clésicos, y examinamos la relacion de los espacios de Sobolev
periddicos con los espacios de Sobolev sobre una curva cerrada. También estudia-
mos las propiedades de las funciones arménicas en dominios no acotados del plano,
prestando especial atencion a su representacién mediante la férmula de Green y a las
propiedades de los operadores integrales que intervienen. En el capitulo 2, ilustra-
mos el método que proponemos utilizando como modelo la ecuacién de Poisson. Para
resolver el sistema lineal al que conduce la discretizaciéon, proponemos un algoritmo
basado en una técnica de precondicionamiento debida a J.H. Bramble y J.E. Pasciak
[9]. Ademads, presentamos resultados de las experiencias numéricas realizadas.

En los capitulos 3-5 extendemos las técnicas presentadas en el capitulo 2 para
estudiar varios problemas no lineales exteriores. En el capitulo 3, consideramos un
problema no lineal con un operador fuertemente mondétono y Lipschitz-continuo
en una zona acotada del dominio, y la ecuacién de Laplace en la regién exterior
no acotada. Este tipo de problemas aparece, por ejemplo, en ciertas aplicaciones
en Magnetostatica. Presentamos los resultados numéricos obtenidos para el cédlculo
del campo magnético estacionario en un motor eléctrico. En el capitulo 4, moti-
vados por el estudio de las ecuaciones de Maxwell para campos electromagnéticos
cuasi-estacionarios, analizamos un problema modelo que consiste en una ecuacién
parabdlica no lineal con un operador fuertemente mondtono y Lipschitz-continuo en
una zona acotada, y la ecuacién de Laplace en el dominio exterior. En el capitulo 5
se generalizan los resultados obtenidos en el capitulo 3 para un problema eliptico
cuasi-lineal.

Por 1ltimo, en el capitulo 6 consideramos las ecuaciones de la elasticidad lineal
en un dominio plano no acotado. Utilizamos la nueva formulacién para estudiar el
efecto de la integraciéon numérica sobre la convergencia. En este caso, el operador
asociado al potencial de capa doble es singular y debemos tener cuidado al aplicar
férmulas de cuadratura. También presentamos una aplicacion en elasto-plasticidad.
El problema modelo consiste en las ecuaciones de Hencky en una zona acotada del
dominio y las ecuaciones de la elasticidad lineal en la region exterior no acotada. El
problema que resulta es fuertemente monoétono y Lipschitz-continuo, de forma que
utilizaremos técnicas similares a las empleadas en el capitulo 3.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, presentamos algunos conceptos basicos necesarios para el de-
sarrollo de este trabajo. Primero, recordamos las definiciones y propiedades de los
espacios de Sobolev clasicos. También consideramos los espacios de Sobolev de fun-
ciones periddicas y su relacién con los espacios de Sobolev sobre una curva cerrada.
Después, estudiamos las soluciones de la ecuacién de Laplace en el exterior de un
dominio acotado de R?, prestando una atencién especial a las propiedades de los
operadores integrales cuando la frontera del dominio es regular.

A lo largo de este trabajo, empleamos las notaciones siguientes. Los vectores y
las funciones vectoriales se denotan por letras mintsculas en negrita. Utilizamos un
punto para denotar el producto escalar euclideo en R?:

2
u-v . .= E U;V;
=1

La norma euclidea se denota por |-|. Las matrices y funciones matriciales se denotan
por letras mayusculas en negrita, y el superindice T indica la trasposiciéon de una
matriz. Por dltimo, en todo lo que sigue, C, con o sin subindices, es una constante
genérica.

1.1. Espacios de Sobolev

Sea © C R? un dominio acotado cuya frontera I' es de Lipschitz y sea k un
niimero natural. Designamos por C*(Q) el espacio de las funciones reales tales que
todas sus derivadas hasta el orden k son continuas en Q. El espacio de Sobolev de
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indice k, H*(9), es la complecién de C*(Q) con respecto a la norma

1/2

kO = Z |0%(x)|* dx

af<k ¢

0]

donde a := (aq, a2) es un multi-indice y denotamos

o
-

= W ‘a’ = O[]_+042

De forma equivalente, se define
H*(Q) :={ve L*(Q); 0% € L*(Q) sila| <k}

Las seminormas correspondientes se denotan

1/2

|0 = Z/|8°‘v(x)|2dx
Q

|ex|=E

A continuacién, enunciamos un resultado conocido como Teorema de traza que
muestra en qué sentido interpretamos la restriccion a la frontera de las funciones de
los espacios de Sobolev. La prueba puede consultarse, por ejemplo, en E. Casas [14].

Teorema 1.1. Sea Q un dominio acotado en R? cuya frontera T es de Lipschitz. La
aplicacion que a cada funcién v € C*(Q) le hace corresponder su traza v|r se extiende
de manera tnica a un operador lineal continuo de H*(Q) en L*(T). Su imagen se
denota HY*(T) y se llama espacio de las trazas.

Sea C*°(€) el espacio de las funciones reales tales que existen sus derivadas de
cualquier orden en ). El espacio de Sobolev de indice no entero, H**¢(Q), para

e € (0,1), se define como la complecién del espacio C*°(£2) en la norma

1/2
[vllken = (lIEq + [0]iie0)

2 [0%v(x) — 0% (y)[?
Vpgeq i= dx dy
a3 | [

También utilizaremos el espacio L>(f2), formado por las funciones medibles y
acotadas en casi todo punto de 2, dotado de la norma usual que denotamos || -{/o,00,0-

donde
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El espacio Wk(Q) est4 formado por las funciones v € L>(2) cuyas derivadas
parciales de orden inferior o igual a k en el sentido de distribuciones pertenecen al
espacio L*°(2). Denotamos la norma y la seminorma correspondientes por | - ||x,c0,0
¥ | |kc0.0- En R. Adams [1] se realiza un estudio detallado de los espacios anteriores.

Seguidamente estudiamos los espacios de Sobolev de funciones periédicas. Para
ello, necesitamos recordar la representacion clésica en serie de Fourier de una funcién.
Consideramos el espacio L2(0,1) dotado del producto escalar

(6,9) = /0 o(s)(s) ds

Dada una funcién ¢ € L?(0, 1), las cantidades

~ 1 .
o(m) = /0 B(s) e2™mS s VmeZ

se llaman los coeficientes de Fourier de ¢, y la serie

Z czAS(m) 627rims

m=—00

es la serie de Fourier de ¢ (utilizando el Teorema de Aproximaciéon de Weierstrass,
se puede ver que esta serie es convergente en L2(0,1)).

A continuacién definimos una familia de subespacios de L?(0,1), exigiendo que
los coeficientes de Fourier de sus elementos tengan cierto decrecimiento cuando |m)|
tiende a infinito.

Definicién 1.2. Sea p € [0,00). Se llama espacio de Sobolev 1-periddico de indice
p al espacio HP[0,1] formado por las funciones ¢ € L?(0,1) tales que

o0

Y +m)PIgm) < oo

m=—0oQ

En lo que sigue, empleamos la notacién abreviada HP? = HP[0, 1]. Nétese que, en
virtud de la igualdad de Parseval, H? coincide con L?(0,1).

Teorema 1.3. El espacio de Sobolev HP es un espacio de Hilbert dotado del producto

escalar
o

()= > (L+mPP p(m)db(m) Vo, € H

m=—00
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La norma asociada estd dada por

o 1/2
1l :—< > (1+m2)p!$(m)\2>

m=—00

Ademds, los polinomios trigonométricos son densos en HP.

Prueba. La prueba de este resultado es sencilla. Se puede encontrar, por ejemplo, en
R. Kress [56, Teorema 8.2]. "

Teorema 1.4. Sean p,q con 0 < p < q < o0). Entonces, H? es denso en HP y la
inclusion de H? en HP es compacta.

Prueba. Es claro que, para ¢ > p, la inclusion Z: H? — HP es continua. Por otra
parte, la densidad de HY en HP es una consecuencia de la densidad de los polinomios
trigonométricos en H", para cualquier r > 0. Por tdltimo, para cada n, sea Z,,: H? —
HP? el operador de rango finito definido por

Tup(s)i= 3 d(m)exmims

m=—n

Se comprueba facilmente que Z,, — Z cuando n — oo. Por tanto, Z: H? — H? es
compacto. [ ]

Denotamos por C*¥[0,1] el espacio de las funciones reales, 1-periédicas y k veces
continuamente diferenciables. El resultado siguiente se prueba en el Teorema 8.4 de
R. Kress [56].

Teorema 1.5. Si k es un niimero natural, la norma ||-||x es equivalente en C*[0,1] C

H* ¢ la norma
1 1 1/2
il : (/0 16(5)] ds+/0 16%)(s)] ds)

Una consecuencia del resultado anterior es que el espacio de Sobolev H* es
isomorfo al espacio de Sobolev clasico H* (0,1), que es la complecién con respecto
a la norma ||| - ||| del espacio de funciones k veces continuamente diferenciables en

[0, 1].
Dado p € [0, 00), denotamos por H P = H P[0, 1] el espacio dual de HP, es decir,

H™?:={F: H? — R lineal y continuo}
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Teorema 1.6. Si g € L?(0,1), el producto de dualidad

1
G(0) = /0 H)gls)ds Ve HP

define un elemento de H P,

Prueba. La prueba se puede encontrar en R. Kress [56]. ]

El resultado anterior permite interpretar L?(0, 1) como un subespacio del espacio
dual H 7P, para cada p. Como consecuencia, los polinomios trigonométricos son den-
sos en HP. Adems4s, si extendemos de manera adecuada la definicién del producto
escalar de HP para p < 0, el espacio H P es de Hilbert. Cuando p = 0, la aplicacion
definida en el Teorema 1.6 es una isometria. Asi, es posible identificar el espacio H°
con su dual, y obtener una escala de Hilbert de espacios H?, para todo p € R, con
inclusiéon compacta de H? en HP cuando q > p.

Consideremos ahora la frontera I' de un dominio acotado y simplemente conexo
Q c R2. Suponemos que I' es de clase C'. Sea x: [0,1] — R una parametrizacién
regular de la curva I' (sin pérdida de generalidad, podemos considerar como dominio
de parametros el intervalo [0, 1]):

z(t) == (z1(t), 22(t))  Vte[0,1]

Recordemos que @ se dice reqular si @'(t) #0 Vt € [0,1].

A continuacién, damos una definicién de los espacios de Sobolev sobre una curva
mediante un procedimiento global. Se puede probar que todas las definiciones que
siguen son independientes de la representaciéon paramétrica que se considere de la
curva I'.

Definicién 1.7. Denotamos por HP(T'), p € [0,00), el espacio de Sobolev
HP(T) :={¢ € L*(T); pox € H"}

donde (pox)(t) := ¢(x(t)) Vit €[0,1].

El producto escalar y la norma en HP(T") se definen a través del producto escalar
en HP:

(¢7¢)p,f‘ = (¢0$7¢0$)p Vﬁf)’w € HP(I‘)

Naturalmente, la norma asociada es

I

pr = llpoxl,  Voée H(T)
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Teorema 1.8. Sea ) un dominio acotado y simplemente conexo en R? cuya frontera
I' es de clase C?. La aplicacion : H'(Q) — H'? definida como la unica extension
lineal continua de la aplicacion

v+ CHQ) — HY
u — ~vy(u):=ulpox

es suprayectiva.

Prueba. La prueba de este resultado se puede ver en R. Kress [56]. L]

Finalmente, en lo que sigue denotamos por % : HY2 — H~1/2 1a extensién lineal
continua del operador derivacién.

1.2. Funciones armonicas en dominios no acotados del
plano

Sea 2 un dominio acotado y simplemente conexo de R2. Suponemos que la fron-
tera de 2, que denotamos I', es una curva de clase C*°. Denotamos por €' := R?\ Q
el exterior de 2, y por n el vector unitario normal a I', orientado de  a £’. Dada
una funcién v: ' — R, denotamos por g—;’l := Vv-n la derivada de v en la direccién
normal n. En esta seccién, daremos una férmula de representacion para una funcién
u arménica en ', esto es, que satisface la ecuacién de Laplace

—Au=0 en (Y
y que tiene el comportamiento asintético en el infinito

u=0(1) cuando |x| — oo (1.1)

Q/

Figura 1.1: Dominio del problema
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donde O debe entenderse uniformemente en todas las direcciones x/|x|, x # 0.
Noétese que este comportamiento implica que

para |x| suficientemente grande (cf. R. Kress [56]).

La funcién U(x,y) := — 5 log [x — y]| es la solucién fundamental de la ecuacién
de Laplace. En efecto, derivando se tiene que para y € R? fijo,

~AUx,y)=0 VxeR?*x+#y

La mayoria de las propiedades bésicas de las funciones arménicas se deducen usando
la solucién fundamental del operador de Laplace. Aplicando la formula de Green en
Y ala funcién armonica u y a la solucién fundamental U(+, -), y teniendo en cuenta el
comportamiento de u en el infinito, se obtiene la siguiente formula de representacion

(cf. W. Hackbusch [47], C. Chen y J. Zhou [15] o F.J. Sayas [83]).

Proposicién 1.9. Si u es una funcién armdnica en Q' con el comportamiento
asintdtico (1.1) en el infinito, entonces en cualquier punto x € ' se verifica que

1

0 d .
u(x) = o Jr <U(Y)8—ny log [x —y| — log|x — y,a—nyu(}’» doy +c

donde ¢* es una constante que depende de la funcion .

De la férmula anterior deducimos que u es una funcién de clase C*°(Q'). Nétese
que conocidos los valores de u y de su derivada normal g—z sobre la frontera I,
podemos calcular u en cualquier punto de Q. Adem4s, el comportamiento asintético
de u implica que

Fg—zdozo (1.2)

ya que en otro caso u tendria un comportamiento en el infinito del tipo clog |x|, con
c#0.

Las funciones definidas formalmente por

~

Po(x) i= —5- [ log|x = ylo(y) doy (1.3

-~ 1

0
Ko(x) := T ) 8—ny log [x — y[¢(y) doy
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son arménicas (y por tanto, analiticas) en R? \ I'. Se llaman, respectivamente, po-
tenciales de simple y doble capa con densidad ¢. Para puntos x en la frontera, la
integral que define el operador de simple capa es singular. En general, la integral
que define el operador de doble capa también lo es. Sin embargo, como la frontera
I" es de clase C*°, en este caso el nicleo del operador de doble capa es una funcién
de clase C™.

Pasando al limite cuando x se aproxima a la frontera I' en la formula de repre-
sentacién obtenida en la Proposicion 1.9 y usando las condiciones de salto de los
potenciales de simple y doble capa (cf. J.C. Nédélec [74], C. Chen y J. Zhou [15],
W. Hackbusch [47]), se deduce la identidad

1 ~  ~0u
QU= Ku — Va_n +c¢* sobre I’ (1.4)

Por otra parte, calculando el gradiente de u a partir de la formula de la Proposi-
cién 1.9 y pasando al limite cuando x se aproxima a I, se tiene que

1 (9u o =y 8“
250 = —Wu - K n sobre I (1.5)

donde el operador K es el adjunto del operador de doble capa K:

1

~ 0
K’¢(x):=—— ' ons log [x — y|¢(y) doy

y W es la derivada normal del potencial de doble capa:

Wo(x) 1= —— —— log |x — d
000) = ~5- g | i ow = yloly) dy
El operador W se conoce como operador hipersingular, ya que su nucleo tiene una
singularidad no integrable que debemos interpretar en el sentido de Hadamard. En
R. Kress [56] se prueba que W se puede expresar en términos del operador de simple
capa V:

W=—-——V_— (1.6)
En la relacion anterior, 7 es el vector tangente a la curva I' y aa—_’_ es la derivada en
la direccion tangencial.

Sea z: R — R? una representacién paramétrica 1-periédica de la curva I'. Con-
sideramos el operador V: H~1/2 — H'/2 definido por

1
VE(s) = /0 Vs, ) €(t) dt
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donde V (s,t) := —5=log|z(s) — x(t)|. El operador V se obtiene introduciendo el
cambio de variable x = x(s) en la integral que define al operador de simple capa
V y poniendo &(t) := ¢(x(t))|x(t)|. La integral que define el operador V tiene una
singularidad cuando s = t. Por tanto, la integral de Riemann no existe. Entendemos
esta integral como una integral impropia, es decir,

s—e 1

VE(s) := lim V(s,t)&(t)dt + lim Vs, t)&(t)dt

e—0t Jo e—=0F Joqe

Lema 1.10. El operador lineal V: HY2 — H/2 es continuo. Ademds, existe una
constante 3 > 0 tal que

(0, V) 2 Bl Vne Hy'?

donde Ho_l/2 es el subespacio de H=/2 formado por las funciones de media nula,
esto es,

HyY? = {ne H Y2 (n,1) =0}

Prueba. Las propiedades del operador V: H~1/2 — H'/2 son una consecuencia de
las propiedades del operador de simple capa clasico que se prueban en C. Chen y
J. Zhou [15]. En efecto, sea y: [0,1] — R? la parametrizacién de T por la longitud
de arco, es decir, y(-) verifica que

' () =1 vte[o,]]

Como la definicién del operador V es independiente de la representacién paramétrica
que se considere de I', se puede tomar la parametrizacion 1-periddica de la curva I'
dada por

x(t) :=y(lt) telo,1]
Claramente, |z'(t)] =1 Vt € [0,1]. Dada { € H™ 12 existe ¢ € H-1/2(T) tal que
& =1 ¢ox. Entonces, el resultado es una consecuencia de la relacion

VE(s) = 1Vd(x(s)) Vs e[0,1]

Consideramos también la siguiente versién parametrizada del operador de doble
capa

Kg(s) :—/0 K(s,t)g(t)dt
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donde

n(a(1) (@) —2(0) |

”(t) - n(x (t))

.
4w @/ (1)] e

El operador K: HY/2 — H'Y2 se obtiene parametrizando la integral que define el

operador de doble capa clasico K.

Lema 1.11. El operador lineal KK: HY/?2 — H'Y2 es compacto.

Prueba. Debido a la regularidad de la curva I', el nicleo del operador K es una
funcién 1-periédica en cada variable de clase C*. Por tanto, dada v € H'/2, Kv es
una funcién de clase C*°. Luego el operador K: HY2 — H'/2 es compacto. (]

La relacién (1.6) se puede expresar de una forma mds conveniente empleando
una parametrizacion de la curva I

Lema 1.12. Para cualesquiera u,v € H* (), se verifica que

1
[ Pulroedo = [ w2ty as
N 0

Prueba. Dada v € H(£2), usando la regla de la cadena se ve que y(v)' = (Vvox)x'.
Por tanto, parametrizando se tiene que

~0u Ov 1
Va—TEd /V’Y dS VU,UEH(Q)

El resultado se deduce empleando la relacién (1.6) e integrando por partes. [



Capitulo 2

La ecuacion de Poisson

En este capitulo presentamos una nueva version del método simétrico de aco-
plamiento que permite calcular los términos de contorno mediante férmulas de
cuadratura sencillas y estudiar el efecto de la integraciéon numérica sobre la con-
vergencia. Para poner de manifiesto las ideas esenciales del método, elegimos como
modelo la ecuacién de Poisson. En la formulacion simétrica, todos los autores esco-
gen como frontera de acoplamiento una curva poligonal. Sin embargo, en este caso
no se sabe analizar el efecto de la integracién numérica sobre la convergencia.

En este trabajo, en cambio, utilizamos como frontera de acoplamiento una cur-
va regular. De este modo, obtenemos una formulacién equivalente a la dada por
M. Costabel [20] y H. Han [48] (véase la seccién 2.1) que facilita el uso de férmulas de
cuadratura elementales para aproximar los términos de contorno. En la seccién 2.2,
discretizamos el problema usando elementos finitos curvos en el dominio interior y
splines periédicos de orden uno sobre la frontera. También probamos estimaciones
optimas del error para el problema discreto correspondiente. En la seccién 2.3, pro-
ponemos un esquema completamente discreto que tiene en cuenta el uso de férmu-
las de cuadratura numeérica y probamos que se conserva el orden de convergencia.
Ademsds, en la seccién 2.4 proponemos un algoritmo para resolver los sistemas a
los que conduce esta formulacién y en la seccién 2.5, presentamos resultados de las
experiencias numéricas realizadas. Finalmente, en la seccién 2.6 estudiamos deta-
lladamente el caso particular en que se toma como frontera de acoplamiento una
circunferencia.

15
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2.1. El problema modelo. Existencia y unicidad

Sea €2, un dominio acotado en R? cuya frontera I'y es de Lipschitz. Denotamos
por ) = R2\ Q,. Dada f € L?(2), de soporte compacto, buscamos una funcién
u: ) — R tal que

—Au = f en €
u = 0 sobre I’y (2.1)
v = O(1) cuando |x|— +o0

La idea del método de acoplamiento de elementos finitos y elementos de contorno
consiste en introducir una curva auxiliar que divide el dominio €] en dos regiones,
una region interior acotada y la correspondiente region exterior no acotada, de modo
que el problema es lineal y homogéneo en esta ultima. Después, se aplica el método
de elementos finitos en el dominio interior acotado y el método de elementos de
contorno en la regién exterior no acotada.

Sea © un dominio acotado y simplemente conexo de R?, cuya frontera I' es de
clase C*. Suponemos que el soporte de la funcién f y el dominio €, estan contenidos
en el interior de Q. Denotamos por Q= := Q/ NQ y por O+ := R?\ Q. El limite o la
traza sobre I' de una funcién v definida en Q1 (£27) se designa por v™ (v™). Entonces,

Figura 2.1: Dominio del problema de transmisién

el problema (2.1) es equivalente a un problema de transmisién, que consiste en un
problema planteado en Q7

—Au = f en
0

sobre I, (2.2)

u =
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y un problema homogéneo formulado en Q7 :

—Au = 0 en OF

u = O(1) cuando |x|— +o0 (2:3)
acoplados mediante las condiciones de transmision sobre I':
ou~  Ou™
T = — =— 2.4
v Y on on (24)

donde n es el vector unitario normal a I', orientado de O~ a Q7.
Sea V el subespacio de H!(€2~) formado por las funciones de traza nula sobre T'y:
Vi.={ve H(Q); v|r, = 0}
Consideramos la forma bilineal a: H'(Q~) x H*(Q~) — R dada por
a(u,v) == Vu-Vodx (2.5)
O
La formulacién variacional del problema (2.2) consiste en hallar u € V' tal que

a(u,v) — g_u v do = fvdx VYveV (2.6)
ron Q-

Por otra parte, en virtud de la Proposicién 1.9, conocidos u™ y %Jr, la solu-
cién del problema (2.3) se puede calcular en cualquier punto de Q1 empleando la
representaciéon integral

1 dlog|x —y 1 out(y
u(x)——%/Fqu(y)T’day—i-%/rlogk—y\ 8n( )day—i—c
y y

donde ¢ es una constante que depende de u. Por tanto, si tenemos en cuenta las
condiciones de transmisién (2.4), para resolver el problema (2.1) basta determinar

la solucion en el dominio acotado €2~ y su derivada normal % . Necesitamos una
condicién adicional que ligue estas dos incégnitas. Parece natural considerar la que
se deduce de la férmula de representacién anterior cuando x — I' (véase (1.4)).

Las ecuaciones (2.6) y (1.4) constituyen la formulacién dada por C. Johnson y
J.C. Nédélec [54] en 1980. La formulaciéon de M. Costabel [20] y H. Han [48] se

obtiene al anadir la ecuacién integral (1.5) a la formulacién de Johnson y Nédélec.

Sea x: R — R? una parametrizaciéon 1-periédica de la curva I'. Por simplicidad,
. A e s . +
en lo que sigue sustituimos la incégnita % por

+
£ =2 (g—z oa:)
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En virtud de (1.2), se tiene que { € H, 2 por otra parte, usando las condiciones
de transmisién (2.4) y parametrizando, la ecuacién (1.4) se transforma en

<%I—IC) V() +VE—c=0 enR (2.7)

donde Z: H'/? — H'/? ¢s el operador identidad, y V: H-1/2 — HY?2 y K: H'/?2 -
H'/2 son, respectivamente, los operadores de capa simple y de capa doble definidos
en la seccién 1.2. Por otra parte, empleando el Lema 1.12 y parametrizando en la
ecuacién (1.5), tenemos que

1 , d_ . d B
(51 +K > E+ o Vow)=¢  enR (2.8)

Para cualesquiera £, € H='/2 y u,v € H'(Q~), denotamos

b(&n) =, VE)  d(u,v) = b(y(u)',y(v)") (2.9)

(v = (. (57 ) 200 (2.10)

Parametrizando las integrales sobre I' que aparecen en la formulaciéon de Costabel y
Han, y teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, deducimos la formulacién
variacional del problema (2.1) siguiente:

hallaru e V' y € € H&l/Q tales que
a’(uv 7)) + d(u7 U) - C(U, 5) = (f7 U)O,Q* VveV (211)
c(u,n) +b(&n) = 0 Ve Hy '’

La existencia y unicidad de solucién del problema (2.11) son una consecuencia de las
propiedades de los operadores de capa simple V y de capa doble K, como veremos
a continuacién. Designemos por M := V x Ho_l/2 y sean 4 = (u,&) y v := (v,n)
dos elementos cualesquiera de M. El espacio M es de Hilbert dotado del producto
escalar

(4, 0)pr = (u,0)1,0- +(&§,m)=1/2
cuya norma asociada denotamos por || -||as. Sea L: M — R la forma lineal continua

dada por L(?) := (f,v)pq- V0 € M y consideremos la forma bilineal A: M xM — R
definida por

>

A(G,v) == a(u,v) + B(4,0) Va, 0 € M
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donde
B(1,v) :=d(u,v) — c(v,§) + c(u,n) + b(&,n) Va, v e M (2.12)

Usando las notaciones anteriores, el problema (2.11) es equivalente a

hallar 4 € M tal que

(2.13)
A(a,8) = L(v) VieM

Proposicién 2.1. La forma bilineal B: M x M — R es continua. Ademds, se
verifica la desigualdad
B(0,0) 2 Blnl|2,, VoeM (2.14)

donde (3 es la constante del Lema 1.10.

Prueba. Los operadores v: H'(Q~) — H/? y %: HY/?2 - Hgl/Q son continuos.
Asi, la continuidad de la forma bilineal B(-, ) se sigue de los Lemas 1.10 y 1.11. La
desigualdad (2.14) se deduce aplicando el Lema 1.10 ya que

B(0,0) = b(y(v)',y(v)) +b(n,n) = Blnll2y,  VOEM

Teorema 2.2. El problema (2.11) tiene una unica solucion.

Prueba. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la Proposicién 2.1, deduci-
mos que la forma bilineal A(-,-) es continua. Por otra parte, como consecuencia de
la desigualdad de Poincaré y de (2.14), la forma bilineal A(-,-) es eliptica en M.
Luego, en virtud del Lema de Lax-Milgram, el problema (2.13) tiene una unica
solucién 4 = (u, &), que es, a su vez, la unica solucién del problema (2.11). m

2.2. Discretizacion y analisis del error

2.2.1. Triangulacion exacta del dominio acotado

En este apartado, construimos una triangulacién 7,” del dominio O~ tal que la
unién de todos los tridngulos de 7, es exactamente Q. Por simplicidad en la exposi-
cién, en lo que sigue suponemos que la frontera I'y es una curva poligonal. Dado un
numero natural N > 0, sea h := 1/N. Denotamos por s; := ih (i € Z) una particién
uniforme de la recta real de paso h. Sea {2 el dominio poligonal determinado por
la frontera I'; y la curva poligonal obtenida al unir los puntos x(s;—1) y x(s;), para
i =1,...,N. Consideramos una familia regular (cf. Ph.G. Ciarlet [17]) de triangu-
laciones 75, de €, tal que cada tridngulo T' € 7, tiene a lo sumo dos vértices sobre
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la frontera de €, y existe una constante C' > 0 tal que hy < Ch VT € 7, (hy es
el didmetro del tridngulo T'). Si o} es el conjunto de vértices de la triangulacién
Th, suponemos que Ay = o, N T = {x(s;)}}Y,. A partir de cada triangulacién T,
obtenemos una triangulacién 7, del dominio Q~ sustituyendo cada tridgngulo T € 7,
con dos vértices en Ay, por el correspondiente tridngulo curvo. La triangulaciéon 7,
asf obtenida se dice una triangulacién ezacta del dominio .

Sea T' € 7,7 un tridngulo curvo de vértices aj, az y as; elegimos esta notacion
de modo que ag = x(s;—1) y ag = (s;), con s;_1,s; € [0, 1]. Entonces, la aplicacién
®: [0,1] — R? definida por

p(s) =z (s;—1+sh) se]0,1]
es una parametrizacion del lado curvo de T
Sea T el tridngulo de referencia, de vértices a1 := (0,0), az := (1,0) y a3 :=
(0,1). Consideramos la aplicacién afin g,: T — R? definida por g,(4;) = a;, para
1=

1,2,3, y la funcion ¢,.: T — R? definida por

A~

T

D (21, 82) = 1 — 22
1 (ag —ag — cp’(l)) sidg =1

(cp(i'Q) — (1 — @2)212 — .%283) si .@2 7& 1

Definimos la aplicacién f; := gr + ¢,. Notese que para i = 1,2,3, fT@i) = a,;,
vy que la transformaciéon f; lleva cada lado del tridngulo de referencia T sobre el
lado correspondiente de T'. En efecto, para cada t € [0, 1] se verifica que ¢,.(0,t) =
¢, (t,0) =0y fr(t,1 —t) = p(t). En el Teorema 22.4 de A. Zenisek [100] se prueba
que para h suficientemente pequeno, la aplicacion fr: T — T es un difeomorfismo de
clase C*. Este tipo de transformacion fue propuesto por M. Zlamal [103] y estudiado
por R. Scott [86]. En lo sucesivo, si T es un tridngulo recto, ponemos ¢, = 0, de
manera que f;, = g, es la aplicaciéon afin habitual.

Deseamos construir un espacio de elementos finitos asociado a la triangula-
cién 7, que contiene tridangulos curvos. Consideramos elementos finitos curvos de
Lagrange de orden uno, es decir, un elemento finito sobre un tridngulo curvo T' de
7, es una terna (T, P1(T),Nr), donde P;(T) es el espacio de dimensién finita

PUT) = {p: T =R : pot; € P1(T)}

Si T es un tridngulo recto, P1(T) es el espacio de los polinomios de grado inferior
o igual a uno sobre T'. Sin embargo, si 1" es un tridngulo curvo, las funciones del
espacio P1(T') en general no son polinomios. El conjunto N estd formado por tres
funcionales lineales, que denotamos Ny, No y N3, definidas por

Nj(9):=¢(a;)  VoeP(T) j=1,2,3
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N as ag

~)

Figura 2.2: La transformacién f;

Se comprueba facilmente que el conjunto Ny es P (T)-unisolvente, es decir, si una
funcién ¢ € Pi(T) es tal que Nj(¢) = 0, para j = 1,2,3, entonces ¢ = 0. Ademas,
las funciones de P;(7") estdn univocamente determinadas sobre cada lado de T' por
los valores que toman en los extremos. Esta ltima propiedad es muy importante ya
que permite combinar estos elementos con elementos finitos de Lagrange de orden
uno sobre los tridngulos rectos, obteniendo funciones continuas en Q7.

Asociamos a cada elemento finito (T',P1(T"), N7) el operador de interpolacién de
Lagrange Ir: C(T) — P1(T') que a cada v € C(T), asocia Irv € P1(T') determinada
por las condiciones

Irv(aj) = v(a;) j=1,2,3

Para obtener cotas del error de interpolacién sobre tridngulos curvos usando las mis-
mas técnicas que en el caso afin, es necesario conocer estimaciones de las derivadas
de f; y de su inversa f;!. El resultado siguiente se prueba en el Teorema 22.4 de
A. Zenfsek [100].

Lema 2.3. Si la familia de triangulaciones (1) es reqular, para h suficientemente
pequeno el jacobiano Jr de la transformacion £ no se anula en una vecindad de T
y existen constantes Cq,Co > 0, independientes de h, tales que

Cihi < [Jn(%)] < Conz, VX € T (2.15)
Ademds, se verifican las siguientes estimaciones

frlpoos <ChE (k=12 y  |[£7 1000 < Chy! (2.16)

A continuacién, damos cotas del error de interpolacién sobre tridngulos curvos.
Nétese que cuando el tridngulo es recto, se obtienen las mismas estimaciones susti-
tuyendo las normas del segundo miembro por las seminormas correspondientes.
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Proposicién 2.4. Sea T' € 7, un tridngulo curvo. Si h es suficientemente pequeno,
existen constantes C1,Cy > 0, independientes de T y de h, tales que

IN

”U - ITUHLT ClhTH/UH27T VU S H2(T) (217)

2000 V0 EWH(T) (2.18)

[v = Irv|[1,00r < Copgllv

Prueba. El resultado se deduce empleando las mismas técnicas que en el caso afin y

el Lema 2.3. Los detalles pueden encontrarse en el Teorema 25.3 de A. ZeniSek [100]
(también puede consultarse Ph.G. Ciarlet [16]). m

2.2.2. Esquema discreto y estimaciones del error
Consideramos el espacio de elementos finitos
Vii={vn €C(Q); vnlr € P(T) VYT €T, v wilr, =0}

Noétese que V}, es un subespacio de dimension finita de V. Usando las estimaciones
locales del error de interpolacién (2.17), deducimos que existe una constante C' > 0,
independiente de h, tal que

inf [[v—vpll0- < Chlvlan- Yvevn H*(Q7) (2.19)
Uh h

Para aproximar la incognita &, consideramos el espacio de dimensién finita
Hy={nn € H; ni :==1h|(s; 150 ER Vi€Z y (n,1) =0}

que es un subespacio de H, 2 1a siguiente propiedad de aproximacién se prueba
en I.H. Sloan [89].

Lema 2.5. Eziste una constante C, independiente de h, tal que

. ~1/2 g
nlglg 7= nnll-1/2 < Ch%Inll-1/2+5 V7 € H, PaHte p<o<
h h

El problema discreto asociado a la formulacién variacional (2.11) consiste en

hallar up, € Vi, y &, € Hy, tales que
a(up, vp) + d(up, vn) — c(vn, &) = (f,vn)oa- Yon € Vi (2.20)
c(un,nn) +b(psmn) = 0 Vo, € Hy,
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Teorema 2.6. El problema (2.20) tiene una unica solucion (up,&). Ademds, si
u € H?(Q27), existe una constante C > 0, independiente de h, tal que

|u —upllio- + 1€ = &nll—1/2 < Chllull2,0-

Prueba. Sea My, :==Vj, x Hy. Entonces, el problema (2.20) es equivalente a

hallar 4y, := (up,&n) € Mj, tal que

(2.21)
Ay, o) = L(0p) YO = (vn,n) € My,

Como Mj, es un subespacio de dimensién finita de M, el problema (2.21) tiene una
unica solucién. Por otra parte, gracias a las propiedades de la forma A(-,-) (véase la
prueba del Teorema 2.2), tenemos la estimacién de Céa:

|t —apl|lpr < C inf  ||G — Opllar (2.22)
’UhEMh
donde C > 0 es una constante independiente de h. El resultado se deduce aplicando

la desigualdad (2.19), el Lema 2.5 y un Teorema de traza. n

Notamos que el método que presentamos aqui se puede generalizar sin dificultad
al caso de aproximaciones de orden superior.

2.3. El efecto de la integracion numérica

En la préctica, no es posible calcular de forma exacta algunos coeficientes del
sistema (2.20), de modo que es necesario emplear féormulas de cuadratura para cal-

cularlos de forma aproximada. Por tanto, resolvemos un problema de la forma
hallar 4} := (u}, &) € Mj, tal que
ST e (2.23)
Ap (i, 0p) = Lp(0p) YV Op € My,

donde Ap(+,-) y Ly(-) son, respectivamente, perturbaciones de la forma bilineal A(-, -)
y de la forma lineal L(-) en M}. En esta seccién, describimos las férmulas de inte-
gracién numérica que empleamos, y estudiamos su efecto sobre la convergencia del
método.

2.3.1. El esquema completamente discreto

Para calcular de forma aproximada los coeficientes en los que intervienen inte-
grales sobre el dominio interior 27, consideramos una férmula de cuadratura sobre
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el tridngulo de referencia:
~ ~ L ~ A ~
Qo) =) @d(by) =~ | d(x)dx (2.24)

En lo que sigue, suponemos que la férmula @) es exacta para funciones constantes,
esto es, ZZL: L@ = 1/2. La férmula correspondiente sobre cada tridngulo 7' € 7, se
obtiene mediante un cambio de variable:

Qr(6) == Q12 (6o £)) anJT bl (E: (b)) /¢ (2.25)
Definimos la forma bilineal ap: V3, x V;, — R dada por
ap(up,vy) : Z Qr(Vup-Vop) Yup,vp €V (2.26)
Ter,

y la forma lineal Ly, : Mj; — R dada por

= 3" Qr(fon) Vin €M, (2.27)

Ter,

Para aproximar los coeficientes en los que aparecen integrales sobre el cuadrado
unidad, consideramos la férmula de cuadratura

~ /01 /01 o(s, ) ds dt (2.28)

Suponemos que la férmula 05 es exacta para polinomios de grado inferior o igual a
uno. En lo que sigue, empleamos esta férmula de cuadratura para definir perturba-
ciones by (-, ), dp(-,-) ¥ cn(-,-) de las formas bilineales b(-,-), d(-,-) y (-, ).

Para ¢ =1,..., N, denotamos por p; la funcién 1-periddica que sobre el intervalo
[0, 1] estd dada por
1 sise€(si—1,5i)
pi(s) = o
0 en otro caso

El conjunto {p; —Mi+1}@']\51 es una base del espacio Hy,. Por tanto, dados &, n, € Hp,
para calcular una aproximacion by (&p,,np) de b(&p, np), basta definir un esquema de
cuadratura para aproximar los coeficientes

bi = b, ) = ——/ / log |(s) — a(t) 2 ds dt
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para i,j = 1,...,N. Debido a la periodicidad de la funcién x, los coeficientes b; ; se
pueden definir para cualquier par de enteros (i, 7) médulo N. Daremos un esquema
para aproximar los coeficientes correspondientes a indices (7, ) en el conjunto Z :=
{(i,4) € Z x Z; |i — j| < N/2}, por razones que quedardn claras més adelante.
Entonces, para (i,j) € Z, efectuamos la descomposicién:

i (/ / stdsdt+/ / 1ogs—t)2dsdt>

donde )
F(s,t) := (s —1)
log |z/(s)[? sis=t

Notamos que la funcién F es de clase C* en {(s,t) € R?; |s — t| < 1}. Por tan-
to, cuando (7,75) € Z, el primer término de la descomposicién se puede aproximar
mediante la férmula /£, esto es,

/ / F(s,t)dsdt ~ h*ly(F(si—1 +h - sj_1+h -))

Por otra parte, operando se tiene que
S 85
/ / log (s — t)*dsdt = h*(log h* + B;_;)
Si—1 7851

donde para cada k € Z,

11
By = / / log (k+s—t)*dsdt (2.29)
o Jo

Las constantes Bj son independientes de la curva I' y se pueden calcular de forma
exacta, si bien, como indicamos en la nota siguiente, suelen calcularse de forma
aproximada. Ademds, se verifica que B, = B_},, para cualquier k € Z. Por tanto,
la segunda parte de la descomposicion da lugar a una matriz de Toeplitz simétrica,
independiente del problema.

Nota.- En G.C. Hsiao et al. [51] (véase también F.J. Sayas [83]), las constantes
By, se calculan de la manera siguiente:

By=-3 B =4log2-3

y para k > 2,

[e.9]

1 1
By, = log k? — — 2.
k= logh nz_:l n(n+1)(2n+1) k2" (2:30)
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Eziste una expresion explicita, pero su evaluacion es muy inestable debido a que en
ella intervienen diferencias de cantidades muy grandes. Es mds recomendable sumar
la serie (2.30) de forma aprozimada.

Parai,j =1,..., N, calculamos
- 1 .
bi,j = *Eh2(€2(F(51;1 + h-, Sj—1 +h )) + log h? + Blfl)
donde
(4,7) si(i,7) €T
(i,§) == (i,j+ N) sii—j>N/2 (2.31)

(i,j—N) sij—i>N/2

Entonces, la forma bilineal aproximada b;,: Hy x Hp — R esta dada por

N
br(&nsmn) =Y &mibiy Y én,mm € Hy,
ij=1
Recordamos que para 7, € Hy, denotamos por 7; := nh’(siflysi)'

Para definir una aproximacién de la forma bilineal d(-,-) en V} X V3, notamos
que, por construccién, si v, € V4, entonces y(vy) € T}, siendo

Ty = {nn €C(R) ;s nu(s) =mu(s+1) VseER y npls_,s) €EP1 VieEZL}
(2.32)
Sea, {li}f\il la base nodal de T}, es decir, las funciones de T}, que satisfacen

li(Sj):(si,j i,jzl,...,N
Entonces, basta dar un esquema para aproximar los coeficientes d; ; := b(l}, l;-), para
i,7=1,...,N. Derivando en el sentido de distribuciones, tenemos que

1 .
dij = ﬁ(bm‘ —bijr1 = biy1j +bit1j41)  hi=1,...,N

Entonces, si llamamos

dij == ﬁ(b’?j —biji1 = biv1j +bip1je1)  Gi=1,...,N

la forma bilineal aproximada dp: V; x V, — R esta dada por

N
dp(up,vp) = Z yu(si)yv(s;) dij Y up,vy € Vi (2.33)

i,j=1



La ecuacion de Poisson 27

[c,
0 Si—1 8 Si+1 1

Figura 2.3: Las funciones [;

Queda definir una aproximacién de la forma bilineal ¢(-,-) en Vj, x Hp. Sean
vp € Vi y mp € Hy,. Calculamos (ny, yvp,) de forma exacta. Asi, solo hay que dar un
esquema para aproximar los coeficientes

8j
5

j—

Sit1
( K(s,t)li(t)dt) ds ,j=1,...,N
1 s

i—1

Como el niicleo del operador de capa doble I es una funcién de clase C*°, empleamos
la férmula ¢5 para definir las aproximaciones

6i,j = hzég (K(Sj_l + h-, Si—1 + h‘)li(si—l + h) + K(Sj_l + h~, S; + h)lz(sz + h))

Definimos la forma bilineal ¢ : V), x Hp, — R por

N N
h i
ch(Vn, Tn) ::ZE i (yo(sj—1) +y0(s;)) = > myyo(si)é
i=1 ij=1

El esquema completamente discreto asociado al problema (2.11) consiste en re-
solver el sistema (2.23) con la forma Lj(-) dada por (2.27) y con

Ah(ﬁ;“ f)h) = ah(uh, Uh) + Bh(ﬂ}“ @h) (2.34)
donde para uyp, vy, € My,

By (tn, 0p) = dp(un, v) — cn(vn, &n) + cn(un, mn) + bon(En, mn) (2.35)
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2.3.2. Estimaciones del error

En este apartado analizamos el efecto del uso de férmulas de cuadratura so-
bre la convergencia y deducimos estimaciones del error. El siguiente Lema auxi-
liar se emplearda para probar algunos resultados. Su prueba puede encontrarse en
A. Zenisek [100, Lema 26.7].

Lema 2.7. Sea T un tridngulo de 7, y supongamos que [ € WLo(T). Entonces
existe una constante C, independiente de T y de f, tal que

[ o @T<fp>] < Chymed ()| flherlplhr V€ Pi(T)

Teorema 2.8. Si f € Wh*(Q7), entonces erxiste una constante C, independiente
de h, tal que

|L(0n) — Ln(0n)| < Ch| f

Lo, 0~ 1Onllar - VOn, € M,
Prueba. Basta aplicar el Lema 2.7 en cada tridangulo de 7, y utilizar la desigualdad
de Cauchy-Schwarz. [

Proposicion 2.9. Eziste una constante C, independiente de h, tal que

| B(tip, 0n) — Bp(tn, on)| < Chl|pl s ||onllar Vs, 00 € My,

Prueba. En el Lema 11 de M. Crouzeix y F.J. Sayas [25], se prueba que existe una
constante C, independiente de h, tal que

16(Ens ) = bn (s )| < ChllERN 1 /2llmmll =12 Y& € Hy,

Como los operadores d%: HY? - HJI/Q y v: H'(Q~) — H'? son continuos, de-

ducimos que existe una constante C, independiente de h, tal que
|d(un, vn) — dp(un, vn)| < Chllupllyo-vnlli0- Vun,vn € Vi (2.36)

Por ultimo, en el Lema 5.3 de S. Meddahi [67] se muestra que existe una constante
C, independiente de h, tal que para cualesquiera vy € Vi, y np € Hp,

le(vh, ) — cn(vn,mw)| < CR¥2uglly -]l -1 /2
El resultado se deduce empleando la desigualdad triangular. [

Teorema 2.10. Eziste una constante C, independiente de h, tal que

|A(tip, On) — Ap(tn, 0n)| < Chllap|al|Onllar - Vi, 0n € My
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Prueba. En virtud de la Proposicién 2.9, basta probar que existe una constante C,
independiente de h, tal que

la(un, vr) — an(un, vp)| < Chlluplly o-l|vallo- Y un, vn € Vi (2.37)

Para ello es suficiente ver que existe una constante C' > 0 tal que para cualquier
triangulo curvo T' € 7,

lar(u,v) — apr(u,v)] < Chllullir|[v|lr Yu,v e Pi(T) (2.38)

donde ar(u,v) == [ Vu-Vvdxy apr(u,v) :=Qr(Vu-Vuv).

A cada funcién w € Py (T), le asociamos la funciéon afin w: 7' — R univocamente
determinada por las condiciones

w(al) = w(az) 1 =1,2,3

La funcién w interpola a w en P1(T'). Luego, por la Proposicién 2.4, teniendo en
cuenta que w es afin,

lo ~wllie < Chlolie y [0 - wlioor < Chllhocs  (239)

Ademsds, usando la desigualdad triangular, resulta que para h suficientemente pe-
queno,

[@]l1r < Cllwlir vy ©ler < Cllwllieer (2.40)

Sean u,v € P1(T') y sea h suficientemente pequeno. Usando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz, (2.39)1 y (2.40)1, se tiene que:

|ar(u,v) = ar(@, 0)] < fu—a|irlvfie + |ulirlv = vf1e < Chllufizllolie (2.41)
Por otro lado, en virtud de (2.39)2, (2.40)2 y (2.15), tenemos que

|an,r (U, 0) = ang(u,v)] < Chmed (T)]|u

[Vll1.00,r < Chllullizllvlliz (242)

1,00,

donde en la dltima desigualdad utilizamos que
med (T)"?||w|1,c0,r < Cllwllir Yw € Pi(T)

Por tltimo, aplicando el Lema 2.7 y la desigualdad (2.40);, deducimos que

lar(@,v) — apr(4,0)] < Chmed (T)|u

V100r < Chlluflizlvlle  (2.43)

1,00,T

La desigualdad (2.38) es una consecuencia de las desigualdades (2.41), (2.42) y (2.43).
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Usando el Teorema anterior, se prueba que la forma bilineal Ay (,-) es eliptica
en My, cuando h es suficientemente pequeno. En efecto, si 05, € My, por el Teorema
2.10 y la elipticidad de la forma A(-,-), se tiene que

Ap(On, o) > (& — Ch)||0n |34

Por tanto, el esquema completamente discreto (2.23) con Ap(+,-) y Ly(-) dadas por
(2.34) y (2.27), respectivamente, tiene una tnica solucién (uj,&;), cuando h es sufi-
cientemente pequeno.

Teorema 2.11. Supongamos que f € WH(Q™) yu € H*(Q7). Entonces existe
una constante C' > 0, independiente de h, tal que

lu = uplho- + 1€ = & ll-1/2 < Ch(llullao- + 11/ ]11,000-)

para h suficientemente pequerio.

Prueba. En virtud del Lema de Strang (cf. G. Strang [90]), sabemos que si h es
suficientemente pequeno, existe una constante C', independiente de h, tal que

L(wp) — Ly (@
”?,AL o ﬂ;;HM < C su | (wh)A h(wh)’
oneMy, ll&n | ar
Aoy, wn) — Ap(Op, @
+ C ) inf sup ‘ (Uhawh)A h(vhawh)’ + ||’LAL _ ﬁh”M
€M \ &y, €My, [[n || as
El resultado es una consecuencia de los Teoremas 2.8, 2.6 y 2.10. L]

2.4. Un algoritmo para resolver el problema

Una vez elegidas las formulas de cuadratura, el sistema resultante se puede
implantar directamente en el ordenador. Dicho sistema es definido positivo y no
simétrico. Conviene cambiar de signo la segunda ecuacion para obtener un sistema
simétrico y no definido (véase el sistema (2.44)), que puede resolverse usando el
método de Uzawa o el de Lagrangiana aumentada (ver, por ejemplo, V. Girault y
P.A. Raviart [40], Ph.G. Ciarlet [17], M. Fortin y R. Glowinski [30]).

En esta seccion proponemos un algoritmo para resolver este tipo de sistemas
basado en una técnica de precondicionamiento debida a J.H. Bramble y J.E. Pasci-
ak [9]. La idea es transformar (mediante operaciones de filas) el sistema original en
un sistema equivalente, de forma que el nuevo sistema es simétrico y definido positivo
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en cierto producto escalar. Por tanto, el sistema resultante se puede resolver usan-
do un método de gradiente conjugado precondicionado. Utilizaremos el Teorema de
comparacién dado en [9] para probar que el nuevo sistema se puede precondicionar
facilmente.

A continuacion fijamos algunas notaciones que usaremos a lo largo de este aparta-
do. Sea X un espacio de dimensién finita dotado del producto escalar (-,-). Si
A: X — X es un operador lineal, simétrico y definido positivo, la forma bilineal

(u,v) 4 := (Au,v) Vu,ve X

define un producto escalar en X. La norma inducida por este producto escalar se
denota por || - || 4, esto es,

[olla = V(Av,v) VoeX

Sean A,D:V, — Vp,, B: H, — Hp y C: V}, — Hy los operadores definidos
mediante las relaciones siguientes, que se verifican para cualesquiera up, vy € Vj y
Ens M € Hp:

(Aup, vp)oo- = alun, vp) (B&hsmn) = b(En,y 1)
(Dun,vn)o,0- = d(un,vn) (Cvn,mn) = — c(vn, nn)

Gracias a las propiedades de las formas bilineales a(-, ) y b(+, -), los operadores Ay B
son autoadjuntos y definidos positivos; el operador D es autoadjunto y semidefinido
positivo. Sea F' la proyeccién ortogonal de f en L?(€27) sobre Vj, es decir, F € V,,
satisface la relacion

(F,un)oa- = (fyvn)oa- Yvn €V

Si denotamos por C’ el operador adjunto de C, el problema discreto (2.20) se puede

escribir como sigue:
A+D (' Up\ F
(" %)) -0) =

Nétese que la segunda ecuacién del problema (2.20) ha sido cambiada de signo, de
forma que el sistema (2.44) es simétrico y no definido.

En el resultado siguiente se establece que los operadores Ay A+D son espectral-
mente equivalentes, esto es, las normas asociadas a estos operadores son equivalentes,
independientemente del parametro h. Como consecuencia, estos operadores tienen
los mismos precondicionadores.
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Lema 2.12. Eziste una constante C' > 0, independiente de h, tal que
lvnlla < [lonllasp < Cllonlla Vop € Vi

Prueba. La primera desigualdad se deduce aplicando el Lema 1.10. La segunda
desigualdad es una consecuencia del Lema 1.10, la continuidad de los operadores

%: HY/? & Ho_l/2 yv: HY(Q™) — HY? y la desigualdad de Poincaré. n

Sea R un precondicionador del operador A. Entonces existen constantes positi-
vas, ag y a1, tales que

aollvn Py < llvnllk < arllonllZiyp  Von € Vi

Suponemos que o < 1. El operador R puede no satisfacer esta condicién. En tal ca-
so, es sencillo calcular un factor de escala adecuado de modo que el precondicionador
escalado si la satisface. Por tanto, esta hipdtesis no supone ninguna restriccion.

Efectuando operaciones de filas, obtenemos el nuevo sistema:

RY(A+D) R-IC! up\  ( R7IF (2.45)
CRYA+D)-C B+CR ') \& ) \CR'F '
Llamaremos S al operador del primer miembro y G al término independiente.

Sea a := 1 — «ag. Entonces, para v, € V, vy # 0, se tiene que

0 < [lvnlZap-= < ellvallZio

Por tanto, la forma bilineal

[(Z:) ’ (;Zﬂ = ((A+D = R)up, vn)o.o- + (&) (2.46)

define un producto escalar en Mj. Es inmediato comprobar que el operador S es
autoadjunto en el producto escalar [-, ], es decir,

[S <Z:> ’ <:;Z>} - KZ’Z) S (:;Zﬂ V (uny &n)s (Vns Mn) € My,

El resultado siguiente es de gran utilidad ya que facilita la buisqueda de pre-
condicionadores del operador S. Su prueba puede consultarse en J.H. Bramble y
J.E. Pasciak [9, Teorema 1].
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Lema 2.13. Sea Z: Vi, — Vj, el operador identidad y sea

5. (% 0
—\0 C(A+D)"IC'+B

Para cualquier par (vy,np) € My, se verifican las desigualdades siguientes:
ol5()- ) =l () Gl =15 G)- Gl
nn) \nn) | ~ ) \nn) | ~ nh) " \1h

—1
o o? 1+ Vo
=1+ +\a+— Y A = va
2 l—«

donde

4

En el Lema anterior se establece que los operadores S y S son espectralmente
equivalentes. Como consecuencia, cualquier precondicionador del operador S es tam-
bién un precondicionador del operador S. Asi, el problema de encontrar un pre-
condicionador para el sistema (2.45) se reduce al de construir un precondicionador
del operador B+ C(A + D)~C’. A continuacién, probamos que los operadores B y
B+ C(A+ D)~!C’ son espectralmente equivalentes.

Proposicién 2.14. Existe una constante C, independiente de h, tal que
Iells < lInllrcarpy-1cr < Cllmnlls - Vnn € Hy,
Prueba. Como el operador A + D es definido positivo,

Iml2arpy-1er = IC M aspy)-2 20 Vo € Hy,
de donde se sigue la primera desigualdad.
Por otra parte, notamos que
Inl2asmyie = NCA+D) " CmlZyp
(A+D)(A+D)'Cn, vh)g,ﬂ,

= sup 5
v EVY HUh”A—&—D

(. Con)?
= Sup 5
vREVE ||vh||A+D
Teniendo en cuenta la definiciéon del operador C, el Lema 1.11 y la continuidad de
v HY(Q7) — HY?,
|(1n, Con)| < Cllvn

1,0~ ”77hH—1/2
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El resultado se sigue de la equivalencia de las normas || - [[; - ¥ || - 44D en V3 ¥
del Lema 1.10. n

En virtud del Lema 2.13 y de la Proposicién 2.14, el operador S es definido po-
sitivo en el producto escalar [-, -]. Luego el sistema (2.45) se puede resolver median-
te cualquiera de los métodos conocidos para resolver sistemas lineales, simétricos y
definidos positivos. En particular, puede utilizarse un método de gradiente conjugado
precondicionado. Por la Proposicion 2.14, si P es un precondicionador de B, la
solucién del sistema (2.45) se puede calcular resolviendo el sistema

S-1e(Un) _ 51 ~ (1 0
z S<§h>_P G 73_(0 7>>

usando el algoritmo de gradiente conjugado en el producto escalar [S-,]. Nétese que
de esta manera el problema queda desacoplado ya que en cada iteracion resolvemos
de forma independiente un problema usando el método de elementos de contorno
y un problema por el método de elementos finitos. En resumen, para resolver el
sistema (2.20) mediante el método que acabamos de describir, es necesario disponer
de un precondicionador del operador A y de un precondicionador del operador B.

2.5. Experiencias numéricas

Hemos utilizado el algoritmo descrito en la seccién 2.4 para calcular una solucién
aproximada del problema siguiente:

—Au = 0 en
x
u = m sobre FO (247)
u = 0O(1) cuando |z| — o0

donde Q, :=[-0,5,0,5] x [-0,5,0,5].

Elegimos como frontera de acoplamiento la elipse 22 +4 y? = 9. Consideramos los
precondicionadores R = A y P = B. El criterio de parada se impone sobre la norma
del residuo. Para una tolerancia de 107%, obtuvimos los resultados que se muestran
en la Tabla 2.1. Notamos que el método iterativo utilizado es 6ptimo puesto que el
numero de iteraciones es independiente del paso de discretizacion.
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(0,1,5)

D)

Figura 2.4: Dominio del problema

h Iteraciones | |u — up|y -
1/8 7 2,69-1071
1/16 8 1,78-107¢
1/32 8 6,61-102
1/64 8 3,43-1072
1/128 7 1,82-102

Cuadro 2.1: Convergencia en funcién del pardametro h

2.6. El caso de una frontera auxiliar circular

35

En algunos problemas de geometria especial, es posible escoger como frontera
auxiliar I' una circunferencia, sin que esto suponga un aumento excesivo de la di-
mension del sistema que debemos resolver. En este caso, la derivada normal de la
solucién sobre I' se puede expresar de forma explicita en términos de la traza de u,
como veremos a continuacién. De este modo, para resolver el problema (2.1) solo
hay que determinar la solucién en el dominio interior Q~. G.C. Hsiao y S. Zhang [53]
aprovecharon esta simplificacién para obtener una formulacién variacional més sen-
cilla del método de acoplamiento de elementos finitos y elementos de contorno que
se conoce como the uncoupling procedure.
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2.6.1. La formulaciéon variacional

En lo que sigue, I' es la circunferencia de centro el origen y de radio R. Suponemos
que R es suficientemente grande de modo que el dominio €, y el soporte de la funcién
f estan contenidos en la regién acotada por I'. Recordemos que denotamos por 2~
el dominio acotado por las curvas I'; y T, y llamamos Q7 a la regién no acotada
exterior a I'; n es el vector unitario normal a I', orientado de Q= a Q.

Figura 2.5: Dominio del problema de transmisién

Empleando propiedades de los operadores integrales, se deduce la siguiente rela-
cién entre la derivada normal g—ﬁJr y la traza de la solucién sobre I' (cf. G.C. Hsiao
y S. Zhang [53], S. Meddahi [66]):

ou™
— =-2Wu"
on “
La funcién z(s) = R (cos(2ms),sen(27s)) es una parametrizacién 1-periédica de la
circunferencia I'. Entonces, de la relacién anterior, teniendo en cuenta las condiciones
de transmisién (2.4) y el Lema 1.12; se deduce que
ou~

— v do= —2/ Wu™ v~ do = —2d(u,v) (2.48)
r on r
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donde d(-, -) es la forma bilineal definida en (2.9). Combinando la relacién (2.48) con
(2.6), obtenemos la siguiente formulacién variacional del problema (2.1):

hallar v € V tal que
(2.49)
a(u,v) +2d(u,v) =l1l(v) YveV
donde la forma a(-,-) estd dada por (2.5) y I(v) := (f,v)¢.a--

Teorema 2.15. El problema (2.49) tiene una tinica solucion.

Prueba. Las propiedades de las formas bilineales a(-,-) y d(-,-) (véase el Lema 1.10)
implican que la forma bilineal del problema (2.49) es continua y eliptica en V. Asi,
el resultado es una consecuencia del Lema de Lax-Milgram. =

2.6.2. El problema discreto

El problema discreto asociado al problema (2.49) consiste en

hallar uj € V3, tal que
(2.50)
a(uh, Uh) + 2d(uh, Uh) = l(’l)h) Yo, € Vi,

Como V}, es un subespacio de dimensién finita de V', el problema (2.50) estd bien
planteado. Por otra parte, usando el Lema de Céa, se tiene que

— - <(C inf — _
[|u Uh”l,ﬂ > UilelvhHU UhHm

donde C' > 0 es una constante independiente de h. Esta desigualdad y la propiedad
de aproximacién (2.19) permiten deducir el resultado siguiente.

Teorema 2.16. La sucesion (up)p>o converge a w en H'(Q™) cuando h — 0F. Si
ademds u € H?(27), entonces existe una constante C' > 0, independiente de h, tal
que

[u —unllio- < Chllullz0-

2.6.3. El efecto de la integracion numérica

Para calcular los elementos del sistema asociado al problema discreto (2.50), es
necesario el uso de férmulas de cuadratura. Resolvemos el problema modificado

hallar u; € V}, tal que
(2.51)
ah(u}i,vh) + 2dh(u;‘l,vh) = lh(vh) Yo, € Vj,
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donde las formas bilineales ay(+,-) y dp(-, ) estan dadas por (2.26) y (2.33), respec-
tivamente, y I (vp) := ZTGT; Qr(fop).

En virtud del Lema de Strang, existe una constante C' > 0, independiente de h,
tal que

|l (wp) — ln(wp)|

lu—ujll1,0- <C sup + inf flu—oply0-

wp€Vh Hwhul,ﬂf vpEVh
+C inf sup { |a(vn, wa) — an(vp, wh)] + |d(vn, wi) — dp(vn, wh)| }
UnEVR Wi eV [l [wnll1,0-

El resultado siguiente es una consecuencia de los Teoremas 2.8 y 2.16, y de las
desigualdades (2.37) y (2.36).

Teorema 2.17. El problema (2.51) estd bien planteado para h suficientemente
pequeno y la sucesion (u}), converge a u en H'(Q™) cuando h — 0T. Si ademds
u€ H?(Q7) y f € WH™(Q7), entonces existe una constante C > 0 y hg > 0 tal que

Ju—ufll1.0- < Ch(||ullao- + [If

l1oo0-) Yh<hg

2.6.4. Experiencias numéricas

La simplificacién que ofrece este método se manifiesta especialmente en el trabajo
de programacién que requiere y en la reduccion del tiempo de calculo en comparacién
con el método descrito en la secciéon 2.4. Sean aq,...,a,; € oy los vértices de la
triangulacion 7, que no estan en I'g. Para7 =1,..., M, denotamos por ¢; la funcién
de V;, tal que

¢i(aj):5i,j (G=1,....,M)

El conjunto {¢;}}; es una base del espacio V},. Asi, el problema (2.51) es equivalente
al sistema lineal

(A+D)u=>b (2.52)
donde para i,j=1,..., M,

aij = ap(dj, i),  dij :=2dp(dj,0i) vy b = ln(ds)

La solucién del problema (2.51) estd dada por la relacién uj = > 17 u;¢;.

Como la matriz del sistema (2.52) es simétrica y definida positiva, el vector
u se puede obtener mediante un método de gradiente conjugado precondicionado.
Para precondicionar el sistema, se puede utilizar cualquier precondicionador de la
matriz A, que es espectralmente equivalente a la matriz A +D (véase el Lema 2.12).
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En las experiencias numéricas que hemos realizado, se ha usado la matriz A como
precondicionador. Para facilitar la programacion del algoritmo, conviene efectuar la
factorizacién de Cholesky de la matriz.

Resolvemos el problema (2.47) utilizando como frontera de acoplamiento la cir-
cunferencia de centro el origen y de radio 3. El criterio de parada se impone so-
bre la norma del residuo. Los resultados obtenidos pueden verse en la Tabla 2.2.
Aprovechamos las similitudes entre el método de gradiente conjugado y el método
de Lanczos para hallar autovalores para estimar el nimero de condicién k de la
matriz A~!(A + D). Utilizamos un cédigo de S.F. Ashby et al. [2]. Nétese que &
es independiente del paso de discretizacion y, como consecuencia, también lo es el
nimero de iteraciones.

h Iteraciones | |u — upl|; - K
1/16 6 1,0224-10~% | 1,8034
1/32 11 4,4195-1072 | 1,8905
1/64 11 3,3278 - 1072 | 1,9545
1/128 10 1,7463 - 1072 | 1,9809
1/256 10 9,5401 - 1073 | 1,9934

Cuadro 2.2: Convergencia en funcién del pardametro h



Capitulo 3

Un problema no lineal
mondotono

En este capitulo empleamos las técnicas descritas en el capitulo 2 para resolver un
problema exterior no lineal. Concretamente, consideramos un problema eliptico no
lineal, fuertemente mondétono y Lipschitz-continuo en una zona acotada del dominio,
que se reduce a la ecuacién de Laplace en la region exterior no acotada; ambas ecua-
ciones estan acopladas mediante condiciones de transmisién adecuadas sobre la in-
terfaz. Este tipo de problemas ha sido estudiado por M. Costabel y E.P. Stephan [24]
y G.N. Gatica y G.C. Hsiao [33, 36]; sus trabajos pueden considerarse una exten-
sién al caso no lineal del método simétrico (cf. [20], [48]). En H. Berger et al. [3] se
propone un método basado en el de C. Johnson y J.C. Nédélec [54].

En la seccién 3.1 describimos el problema modelo y generalizamos las técnicas del
capitulo 2 para obtener una nueva formulacién BEM-FEM. El anélisis del problema
continuo es similar al realizado por G.N. Gatica y G.C. Hsiao [33, 36]. En efecto, la
existencia y unicidad de solucion, que se estudia en la seccién 3.2, es una consecuencia
de la teoria de operadores mondtonos. En la seccion 3.3 empleamos una triangulacién
exacta del dominio acotado para discretizar el problema. Debido al uso de tridngulos
curvos en la discretizacién, es necesario probar un resultado técnico sobre aproxi-
macién en espacios de Sobolev de indice no entero. Bajo condiciones adecuadas
sobre los coeficientes de la ecuacién no lineal, obtenemos una estimacién tipo Céa y
probamos estimaciones 6ptimas del error. El efecto del uso de férmulas de cuadratura
sobre la convergencia, que no se analiza en ningiin trabajo anterior, se estudia en la
seccion 3.4. En la seccién 3.5 se dan algunos ejemplos a los que se pueden aplicar los
resultados vistos en los apartados anteriores. Finalmente, en la seccién 3.6 se analiza
el caso particular en que se elige como frontera de acoplamiento una circunferencia,
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y se presenta una aplicaciéon en Magnetostatica.

3.1. El problema modelo

Sea €2, un dominio acotado en R? cuya frontera I'y es de Lipschitz. Consideramos
una curva cerrada simple I'; que contiene el dominio €, en su interior. Denotamos
por Q. la regién limitada por las curvas I'y y 'y, y llamamos €2, al complementario
de Q, UQy, en R? (véase la figura 3.1). Dada una funcién v definida en Qy; (€,),

Q

Figura 3.1: Dominio del problema modelo

denotamos su traza sobre I'y por vy, (v, resp.).

Sea f € L?(Qy.) una funcién conocida y sea

b : Qy xR — R?

= e (122)

una funcién continua y no lineal. Buscamos una funcién u: Q) — R, solucién del
problema

-V-b(,u,Vu) = f en Qg
—Au = 0 en €
u = 0 sobre T,
u = O(1) cuando |x| — +o0 (3.1)
Unp = Ug
our,

b('quLuquL)’nl = on
1
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donde n; es el vector unitario normal a I';, orientado de Q. a Q.

En el capitulo 2, vimos que la regularidad de la frontera de acoplamiento es
esencial en nuestro método. Si la curva I'; es suficientemente regular, puede actuar
como frontera de acoplamiento y no es necesario considerar una frontera auxiliar. Sin
embargo, en la practica I'; viene dada por el problema y, en general, no es regular.

Sea I' una curva cerrada simple de clase C* que contiene en su interior la region
Qo UQy;. La curva I divide el dominio €2, en dos regiones: una regién acotada, que
denotamos 27, y la regién no acotada exterior a I', que denotamos Q7. Entonces,
el problema (3.1) es equivalente a un problema de transmisién que consiste en un
problema planteado en el dominio acotado 2 := Q,, U, UQ™:

-V-b(,u,Vu) = f en Qg

—Au = 0 en O
u = 0 sobre I,

(3.2)
Unp = TéL
Uy,
b y 7v : -
( UNnL UNL) n, o,
acoplado con un problema lineal y homogéneo planteado en QT:
_ — +
Au 0 en ) (3.3)
u = O(1)  cuando |x| = 400
mediante las condiciones de transmisién sobre I':
ou~  Ou™
u =ut g (3.4)

™
En la relacién (3.4), designamos por n el vector unitario normal a I', orientado de
Q" aQt.

A lo largo de este capitulo exigimos que la funcién b verifique ciertas condiciones
que iremos introduciendo a medida que se necesiten.

Hipotesis 3.1. Existe una constante C > 0 tal que

Ib(x,a)| < C(1+|al) VxeQy, VacR3

Consideramos la forma a: H'(Q) x H'(Q) — R definida por
a(u,v) := ayy,(u,v) + ay(u,v) Yu,v € HY(Q) (3.5)

donde
ayr(u,v) ::/ b(-,u,Vu) Vodx
OnL
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Figura 3.2: Dominio del problema de transmisién

ag(u,v) == Vu-Vodx
-
La forma a(-, ) esté bien definida en virtud de la Hipétesis 3.1 (véase el Teorema 32.3
de A. Zenisek [100]; cf. también G.N. Gatica y G.C. Hsiao [36]).

Multiplicando las dos primeras ecuaciones de (3.2) por una funcién test v tal que
v|r, = 0 y usando una férmula de Green, deducimos la formulacién variacional del
problema en el dominio acotado 2:

ou~ _
a(u,v) — | — v do = fvdx YveV (3.6)
T 8n QN
donde
Vi:={ve H(Q); v|r, = 0}

Por otra parte, la solucién del problema (3.3) se puede calcular mediante la férmula
de representacién dada en la Proposicién 1.9, una vez determinados los datos de
Cauchy de u sobre I'. De esta expresion se deducen las ecuaciones integrales periodi-
cas (2.7) y (2.8). Usando las condiciones de transmision (3.4) y las relaciones (3.6),
(2.8) y (2.7), obtenemos la siguiente formulacién variacional del problema (3.1):

hallaru e Vy € € HO_I/2 tales que

a(u,v) +d(u,v) —c(v,€) = (f,v)oan, YoeV (3.7)
c(u,n) +b(Em) = 0 i€ Hy '
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donde las formas bilineales b(-,-) y d(+,-) estdn dadas por (2.9) y la forma bilineal
(), por (2.10).

3.2. Existencia y unicidad

En este apartado probamos que, bajo ciertas condiciones, el problema (3.7)
tiene una unica solucion. Para ello, suponemos que la funcién b posee la siguiente
propiedad.

Hipoétesis 3.2. Las derivadas gg; (i=1,2; 7 =0,1,2) son funciones continuas en

Qnr x R3. Ademds, existe una constante § > 0 tal que para cualesquiera x € Qy; y
a € R3,

8; > 6B+ B3) VBER? B= (B, b1 0P)

El siguiente resultado se prueba en A. Zenisek [100, Teorema 32.6].

Lema 3.1. Bajo la Hipétesis 3.1, la forma a(-,-) es acotada en H'(S), esto es,
existe una constante C' > 0 tal que

la(u,v)| < C (1 + ulluo) ol Vo€ H'(Q)

Si ademds se verifica la Hipdtesis 3.2, entonces a(-,-) es fuertemente mondtona en
V', es decir, existe una constante 0 > 0 tal que

a(u,u —v) —alv,u —v) > d|lu— ’UH%Q Vu,veV

Sea M :=V x Hgl/Z. Consideramos la forma A: M x M — R definida por
A(a,v) := a(u,v) + B(a,v) Ya,0 € M

donde las formas a(-,-) y B(:,-) estdn dadas por (3.5) y (2.12), respectivamente. Sea
L: M — R la forma lineal definida por L(9) := (f,v)o0y, V0 € M. Entonces, el
problema (3.7) es equivalente al problema siguiente:

hallar @ € M tal que

(3.8)
A(a,0)=L(d) VioeM
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Teorema 3.2. Bajo las Hipdtesis 3.1 y 3.2, el problema (3.7) posee una unica
solucion.

Prueba. En virtud de la Proposicién 2.1 y el Lema 3.1, la forma A(-, ) es fuertemente
monotona y acotada en M. En estas condiciones, como consecuencia del Teorema
del Punto Fijo de Banach, el problema (3.8) admite una tnica solucién (para més
detalles, cf. J. Necas [76], G.N. Gatica y G.C. Hsiao [36]). "

3.3. El problema discreto

En lo que sigue, por simplicidad, suponemos que las fronteras I'y y I'; son poli-
gonales. Dado un nimero natural N, denotamos por h := 1/N y consideramos una
familia de triangulaciones exactas (73,);, del dominio Q. Suponemos que la familia
(Th)n es cuasi-uniforme, es decir, es regular y ademds existe una constante ¢ > 0,
independiente de h, tal que hy > ch VT € 1,. Ademas, la triangulacion 7, determi-
na una triangulacién del dominio Q~, que denotamos 7, , Y una triangulacion del
dominio Qy, que denotamos 75, ; diremos que 75, es compatible con la interfaz I';.
Asociamos a la triangulacion 7, el espacio de elementos finitos

Vi o= {vn € C(Q) ; valr € PUT) VYT € 7h, valr, = 0}

Notese que Vj, es un subespacio de dimensién finita de V. Entonces, el problema
discreto asociado al problema (3.8) consiste en

hallar up, € M}, .=V, x Hy, tal que

(3.9)
A(ﬁh,f)h) = L(f)h) YV op, € My,

Como Mj, es un subespacio de dimensién finita de M, bajo las Hipétesis 3.1 y 3.2,
el problema (3.9) tiene una tdnica solucién. Para estudiar la estabilidad y la conver-
gencia del método, y llevar a cabo el andlisis del error, supondremos que la funcién
b satisface las siguientes condiciones.

Hipdtesis 3.3. Las derivadas gTb; (1=1,2; 7 =0,1,2) son funciones continuas en

Qnr x R3 y existe una constante C > 0 tal que
ob;
8aj

(x,a)‘ <C VxeQy. Vaeck3

Lema 3.3. Bajo las Hipdtesis 3.1 y 3.3, la forma a(-,-) es Lipschitz-continua en
H(), es decir, existe una constante k > 0 tal que

wlia Yu,v,we H(Q)

la(u, w) — a(v, w)| < kl|lu—v|10
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Prueba. Véase el Teorema 36.2 de A. Zenisek [100]. L]

Lema 3.4. Supongamos que se satisfacen las Hipdtesis 3.1, 3.2 y 3.3. Entonces
existe una constante C' > 0, independiente de h, tal que

o —an|lar <C inf [Jd — op) 0
’UhEMh

Prueba. En las condiciones del Lema, la forma A(:,-) es fuertemente monétona en
M (véase la prueba del Teorema 3.2). Luego, teniendo en cuenta que @ y iy, son las
soluciones de los problemas (3.8) y (3.9), respectivamente, se tiene que

8lla— anll3y < A(d, @ — 0n) — A(Gip, & — 0n) ¥V on € M,

Por otra parte, usando la Proposicién 2.1 y el Lema 3.3, se prueba facilmente que
A(+,-) es Lipschitz-continua. Asi, deducimos que

|t —apllar < Clla— Opllar Von, € My,

de donde se sigue el resultado. =

Como la curva I'y es poligonal, alguno de los dngulos exteriores formados por las
intersecciones de lados consecutivos de I'y es obtuso. Esto origina singularidades en
la solucién incluso cuando la condicion de contorno es de tipo Dirichlet homogénea
(véase P. Grisvard [45]), de forma que ésta no tiene la regularidad H2($2). En nuestro
caso, ademds, la derivada normal de u tiene en general un salto sobre la frontera
I',. Por tanto, la primera componente de la solucién del problema (3.7) pertenece
a lo sumo al espacio H'*7(f2), con ¢ € (0,1), y no podemos utilizar la estimacién
del error de interpolacién global que se deduce de (2.17). En el Teorema 3.3 de
J. Xu [97] se da una propiedad de aproximacién en espacios de Sobolev de indice
no entero para tridngulos rectos. A continuacién, generalizamos este resultado para
tridngulos curvos.

Lema 3.5. Existe una constante C' > 0, independiente de h, tal que

inf |lv —wvpll1.0 < Ch|v|14en Vv eV NHT(Q)
v EVY

Prueba. Sea T un tridngulo de 7,. Dada una funcién v € C(T'), denotamos por
b :=vofy. Sea I = I.: C(T) — P1(T) el operador de interpolacién de Lagrange
sobre el tridngulo de referencia. Entonces, se verifica que (I,v)of, = To. Efectuando
un cambio de variables y aplicando el Lema 2.3, se tiene que

v = Irvhp < Clo = T0|, 7
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Ahora bien, como los polinomios de grado inferior o igual a 1 son invariantes por
I, usando el Lema de Bramble-Hilbert generalizado (cf. J. Xu [97, Teorema 2.3.1]),
deducimos que R R

|0 — I@|1j < C]V@LT’?

donde el operador ¥ denota el gradiente con respecto a la variable x.

Sea B := ( 55 fr J) . Aplicando la regla de la cadena, se comprueba fiacilmente
que o
B 'V(d) =Vwvofy

Entonces, haciendo un cambio de variable, tenemos

o |%<A> V)P e

_ —1 v 2
_ / | B <)>_ fB((f§|2(+yQ)o)V O 1+ 071 () e dy

donde J;' es el jacobiano de la transformacion inversa f;'.
Si T es un tridngulo recto, entonces la matriz B es constante y se tiene que
~ "
Voly 2 < ChOIV v]oyr

Queda probar que esta desigualdad se satisface también cuando 7' es un triangulo
curvo. En virtud de (2.15), deducimos que

B(f ~B(£'(y))Vu(y)|?
o, <ot [ [ BEOITI0-BEROITUT

Usando la desigualdad triangular, podemos escribir

V6|2, < Ch™Y (I + I)

\Vv( )= Vo)
L ‘//'B ) ()

B 2
n= [ 9o <( e

Aplicando (2.16) y el Teorema del Valor Medio, acotamos I; como sigue:

_ 2 _ 2420
Ch2/ |V v(x) ZZ(YN _ |x ZY?|1 o dxdy
rJr  |x—yPPrr i (x) - £ (y) 2T

donde

I

IN

< Ch4+20|vv‘g’T
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Por otro lado,

[ [BE) -BEWE  x-y* Vel
b‘ﬁé~ 50 G 0E e & )Py

Usando los mismos argumentos que para I7, se tiene que

dx
bsm#%/(/———g)wwwﬁw
T T’X_y,

Como la familia de triangulaciones (75,)5, es cuasi-uniforme, existe una constante c¢
tal que T' C B(y;ch)Vy € T VT € 7. Por tanto,

d
bscm%/‘/ ) \u(y) Py < OS2,
T B(y;ch) ’X_y’ 7 7

donde la tdltima desigualdad se sigue evaluando la integral de forma exacta.

De las estimaciones obtenidas para I; e I, deducimos que
12 2 2 20,12
Vol, 7 < C (R IV vlg - + hP[oli )
de donde se sigue el resultado. =

Teorema 3.6. Supongamos que u € H'T7(Q) y que se verifican las Hipdtesis 3.1,
3.2 y 3.3. Entonces existe una constante C' > 0, independiente de h, tal que

[ — unllro + 1§ = &nll-1/2 < CR|Jullito0

Prueba. Basta aplicar los Lemas 3.4, 3.5 y 2.5, y un Teorema de traza. n

3.4. El efecto de la integracion numérica

En la practica, se resuelve un sistema obtenido al aproximar los coeficientes del
sistema (3.9) mediante férmulas de cuadratura. El uso de estas férmulas es inevitable
debido, entre otras razones, a la no linealidad de la forma af(-,-), la singularidad del
nucleo del operador de simple capa y el uso de tridngulos curvos en la discretizacién.
En este apartado, proponemos un esquema completamente discreto para resolver
el problema (3.1) y analizamos el error de convergencia. Para ello, serd necesario
suponer que la funcién b satisface alguna propiedad adicional.

Utilizamos la férmula de cuadratura (2.24) para definir la forma

ap(up,vp) == ap(up, vy) + apne(un, vn) Yup,vp € V) (3.10)
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donde
an,(Un, vp) = Z Qr(Vup-Vuy)

Ter,

ah,NL(UhaUh) = Z QT(b('auhavuh|T) : vUh‘T)

TGTh,NL

Definimos la forma lineal L, : M, — R por

Li(tn) = Y Qr(fvn) Vin € M, (3.11)

TG"'h,NL

Lema 3.7. Supongamos que se verifican las Hipdtesis 3.1 y 3.2. Entonces existe
ho € (0,1] tal que para h < hg, las formas ap: Vi, x Vj, — R son uniformemente
fuertemente mondtonas en Vi, es decir, existe una constante 6> 0, independiente
de h, tal que

an(un, un — ) — an(vn,un — ) > 8llun —vplli g Vup,vn € Vi

y uniformemente acotadas en Vy,, esto es, existe una constante C > 0, independiente
de h, tal que

lan(up, va)| < C (1 + [lunll1,0) [|vn

1,0 Vup,vp €V

Prueba. Este resultado se prueba en el Teorema 35.2 de A. Zenisek [100]. L]

Dados y,, vy, € Mp, aproximamos A(iy, Up) por
Ah(ﬁh,’f)h) = ah(uh,vh) -+ Bh(ﬁhyﬁh) Vﬁh,’f)h c Mh

donde By (-, ) es la aproximacién de la forma bilineal B(,-) dada en (2.35). Propo-
nemos el siguiente esquema completamente discreto para resolver el problema (3.9):

hallar 45 € My, tal que

o R R (3.12)
Ap(dg,,0p) = Lp(0p) YV Op € My,
Teorema 3.8. Supongamos que se verifican las Hipdtesis 3.1 y 3.2. Entonces el

problema (3.12) tiene una unica solucion cuando h es suficientemente pequeno.

Prueba. Usando la Proposicién 2.9 y el Lema 3.7, deducimos que la forma Ay(-,-) es
fuertemente mondtona y acotada en Mp, cuando h es suficientemente pequeno. En
estas condiciones, el problema (3.12) tiene una tnica solucién en virtud del Teorema
del Punto Fijo de Banach. [
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Lema 3.9. Supongamos que se verifican las Hipdtesis 3.1, 3.2 y 3.3. Entonces existe
una constante C' > 0, independiente de h, tal que

”a_ﬂ;;HM < C sup ‘L(wh)A_Lh(wh)‘
iy, €M), [ 0nl ar

A(p, wp) — Ap (O, @
L O inf A=l + sup A0 Dr) = An(O,hn)]
ot €My ([ | a1

Prueba. En el Teorema 3.8 hemos visto que bajo las Hipdtesis 3.1 y 3.2, la forma
Ap(+,-) es fuertemente monétona para h suficientemente pequeno. Por tanto, para
cualquier 0y, € My, se tiene que

Sllon — a3, < |An(on, by — i) — A(6n, 0n — )|
+ [ A(On, on — ay) — A(@, 0n — )| + [L(0n — di7,) — Ln(0n — @)
Por otra parte, en virtud de las Hipdtesis 3.1 y 3.3, la forma A(-,-) es Lipschitz-
continua en M (véase la prueba del Lema 3.4). Aplicando esta propiedad y dividien-

do ambos miembros de la desigualdad por |0, — 4} ||ar (para 0y, # 4} ), se deduce el
resultado. ]

Deseamos estimar el segundo miembro de la desigualdad del Lema 3.9. Para ello,
debemos suponer que la funciéon b satisface la siguiente propiedad.

Hipétesis 3.4. Las funciones g;’; :Qnp xR — R (i,5 = 1,2) son continuas y

existe una constante C' > 0 tal que

’ ob;

—(x, a)’ <Cl+|a) V(xa)e€Qy, xR?
Ox;j

El siguiente resultado es esencial para el andlisis del efecto de la integracion
numérica en problemas no lineales. Sin embargo, no fue probado hasta el ano 1.987.
La idea de la prueba se debe a M. Feistauer [28].

Lema 3.10. Bajo las Hipdtesis 3.1, 3.3 y 3.4, existe una constante C > 0, indepen-
diente de h, tal que

la(un, vr) — an(un,vp)| < Ch(1+ lupllio)llvellne  Vun,vn € Vi

Proposicion 3.11. Bajo las Hipdtesis 3.1, 8.3 y 3.4, existe una constante C' > 0,
independiente de h, tal que

‘A(ﬂh,’f)h) — Ah(ﬁh,f)h)’ < Ch (1 + Hﬂh‘|]\/[) H@h”M Y up, 0p € My,
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Prueba. Basta aplicar el Lema 3.10 y la Proposicion 2.9. m

La Proposicién anterior permite estimar el tercer sumando del segundo miembro
de la desigualdad del Lema 3.9. Por otra parte, si f € W1H*°(Qy,), aplicando el
Lema 2.7 en cada tridngulo de 73, y; y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se
tiene que existe una constante C > 0, independiente de h, tal que

|L(0n) — La(wn)| < Chl fll1,00.08. 1Wnllar - Vion € My, (3.13)

Teorema 3.12. Supongamos que se verifican las Hipotesis 3.1-3.4. Entonces, si
f e Whe(Qu.) yu € H*9(Q), con o € (0,1), existe una constante C' > 0,
independiente de h, tal que,

lu = upllie + 1€ = &ll-1/2 < CR7 (1 + Jlullivog + [ fllc0.0n.)

Prueba. El resultado es una consecuencia del Lema 3.9, la desigualdad (3.13), el
Teorema 3.6 y la Proposicién 3.11. [

3.5. Algunos ejemplos

En esta seccién damos algunos ejemplos de funciones b; (i = 1,2) que verifican
las Hipétesis 3.1-3.4.

Sea k: Qu;, x [0,+00) — R una funcién de clase C! con las propiedades:

a) Existen constantes 0 < o < 3 tales que

0 _
a< 8—(sk(x,s)) <B V(x,5) € Qn. x [0,400)
s
b) Las derivadas 837"; (j = 1,2) estédn acotadas, es decir, existe una constante
C > 0 tal que

ok

—(x,8)| < C V(x,8) € Ay, x [0,400) (j=1,2)
81’j

Una consecuencia importante de las propiedades anteriores es que

a<k(x,8)<B V(x,5) €y x [0,4+00)

Consideremos las funciones b;: Qy, x R® — R (i = 1,2) definidas por

bi(x, ) :=k <x, \ ad —|—a§> a Vx€Qy, VacR?
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Este tipo de funciones aparecen, por ejemplo, en la teoria y en el cdlculo de campos
magnéticos (veremos un ejemplo en la préxima seccién). Usando las propiedades de
la funcién k, se prueba que las funciones b; (i = 1,2) asi definidas satisfacen las
Hipotesis 3.1-3.4.

Ejemplo.- Sean a, b y ¢ tres nimeros reales positivos. Supongamos que a > b/c.

Entonces la funcién
as+b

k(x,s) =k(s) = s

verifica las propiedades a) y b). La funcién
k(x,s) = k(s) = carctan(s + 1)

con ¢ > 0, también satisface a) y b).

3.6. El caso de una frontera auxiliar circular

En ciertas aplicaciones es posible escoger como frontera auxiliar una circunferen-
cia. En este caso, se obtiene una formulacién variacional mas sencilla. G.N. Gatica y
G.C. Hsiao [35] extendieron las técnicas de G.C. Hsiao y S. Zhang [53] a la clase de
problemas no lineales considerados en [33, 34]. En [35] la discretizacién del problema
se lleva a cabo aproximando la circunferencia mediante una curva poligonal. Esto
implica ciertas dificultades en el andlisis del efecto de la integracién numérica sobre
la convergencia. Aqui, discretizamos el problema usando una triangulacion exacta
del dominio acotado. De este modo, el andlisis del error se simplifica y se mejoran
las estimaciones de [35]. Ademds, proponemos un esquema completamente discreto y
probamos que se conserva el orden de convergencia. Por dltimo, presentamos resulta-
dos de las experiencias numéricas realizadas para un problema test que corresponde
a un modelo de un motor eléctrico.

3.6.1. La formulacion variacional

Sea I' una circunferencia de centro el origen y de radio R. Suponemos que el
dominio Q, Uy, estd contenido en la regién acotada por I'. Entonces, combinando
la formulacién variacional del problema en el dominio acotado (3.6) con la expresion
(2.48) que da la derivada normal g—z sobre I' en términos de u, deducimos la siguiente
formulacién variacional del problema (3.1):

hallar u € V tal que
(3.14)
a(u,v) +2d(u,v) =1l(v) YveV
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donde a(-,-) y d(-,-) estan dadas por (3.5) y (2.9), y {(v) := (f,v)0,05,-

Q+

Figura 3.3: Dominio del problema de transmisién

Teorema 3.13. Bajo las Hipdtesis 3.1 y 3.2, el problema (3.14) tiene una tunica
solucion.

Prueba. En virtud de los Lemas 1.10 y 3.1, la forma a(-,-) 4+ 2d(-, ) es fuertemente
mondétona y acotada en V. Asi, el resultado es una consecuencia del Teorema del
Punto Fijo de Banach. [

3.6.2. El problema discreto
El problema discreto asociado al problema (3.14) consiste en

hallar up € V3, tal que
(3.15)
a(uh,vh) + Zd(uh,vh) = Z(Uh) Yo, € V

Teorema 3.14. Supongamos que se verifican las Hipdtesis 3.1-8.3. Entonces, la
sucesion (up)p>o estd bien definida y converge a u en H'(Q) cuando h — 0F. Si
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ademds v € H'T7(Q), con o € (0,1), existe una constante C > 0, independiente de
h, tal que

lu — wnllre < O [lull 1sog (3.16)

Prueba. Como V}, es un subespacio de dimensién finita de V', el problema (3.15) tiene
una tnica solucién. Por otra parte, en las condiciones del Teorema, la forma a(-,-) +
2d(-,-) es fuertemente monétona y Lipschitz-continua. Usando estas propiedades,
tenemos que existe una constante C' > 0, independiente de h, tal que

[u—uplio <C inf |lu—ovsli0
v EVR

Por tltimo, si u € H*7(£), aplicando

de donde se deduce que uj, — u en H'(£).
3.16). =

el Lema 3.5, se deduce la desigualdad (

3.6.3. El efecto de la integracién numérica

Para resolver el sistema asociado al problema discreto (3.15), es necesario el
uso de férmulas de cuadratura, tanto por la no linealidad de la forma a(-,-) como
por la singularidad del nicleo de la forma bilineal d(-,-). Resolvemos el problema
modificado

hallar uy € V}, tal que
(3.17)
ah(uz,vh) + 2dh(u}';,”uh) = lh(vh) V'Uh € Vh
donde la forma ap(-,-) estd dada por (3.10), di(-,-) se define en (2.33) y Ip(vp) =

ZTETh,NL QT(fUh)-

Teorema 3.15. Supongamos que se wverifican las Hipotesis 3.1-3.4. Entonces el
problema (5.17) estd bien planteado y la sucesion (u})p=o converge a u en H'((2)
cuando h — 07. Si ademds v € H'*7(Q), con o € (0,1), y f € WH™(Qy,), existe
una constante C' > 0, independiente de h, tal que

lu—upllhie < Ch7(1+ [ullivon + 1 fllieo0n.) YA < ho

Prueba. Bajo las Hipétesis 3.1-3.3, procediendo como en el Lema 3.9, deducimos
que existe una constante C' > 0, independiente de h, tal que

|l (wp) — In(wp)]

lu —upl1,0 < C sup +C inf |u—vpl1,0
vRLEVR

wrevi,  lwnllie
+C inf  sup {‘a(“h’wh)ah(vh»wh)l N Id(vh,wh)dh(vh,wh)|}
vh€Vh w, eV, ||whH17Q ||wh||1,ﬂ

El resultado es una consecuencia de las desigualdades (3.13) y (2.36), y de los
Lemas 3.5 y 3.10. u
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3.6.4. Experiencias numéricas

El problema (3.17) conduce a un sistema no lineal que resolvemos aplicando el
método de Newton, con la variante de Armijo para mejorar la convergencia. En
cada iteracion del algoritmo, debemos resolver un sistema lineal que tiene la misma
estructura que el sistema (2.52). En concreto, en la iteracién n hay que resolver el
sistema

(A, +2D)é" =b, (3.18)

Si la matriz A,, es simétrica y definida positiva, el sistema (3.18) puede resolverse
usando el mismo algoritmo que hemos utilizado para hallar una solucién del sistema
(2.52).

3.6.5. Una aplicacién en Magnetostatica

En este apartado, formulamos las ecuaciones de Maxwell y algunas de sus con-
secuencias. Concretamente, nos ocupamos del problema estacionario y deducimos la
formulaciéon en potencial vector. Finalmente, presentamos los resultados numéricos
obtenidos al calcular el campo magnético estacionario en un motor eléctrico.

Las ecuaciones de Maxwell

Las interacciones de naturaleza electromagnética entre los cuerpos se represen-
tan mediante dos campos vectoriales: la intensidad de campo eléctrico, e(x,y, z,t), y
la induccion magnética, b(x,y, z,t). La fuerza electromagnética sobre una particula
viene dada por la ley de Lorentz

f=q(e+vxb)
donde v es la velocidad de la particula y q es la carga eléctrica, que es una medida
de la sensibilidad de la particula al campo electromagnético.

El movimiento de las cargas se llama corriente eléctrica. Su intensidad se puede
caracterizar mediante la densidad de corriente, j(x,y, z,t). La ley de conservacién
de la carga se expresa matematicamente mediante la ecuacidn de continuidad

dp
i+ —0
V-j+ En
donde p es la densidad de carga.

En los medios que contienen cargas libres (como los metales), la aplicacién de un
campo eléctrico e produce una fuerza f sobre cada una de las cargas que hace que
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éstas se desplacen en promedio en la direcciéon del campo. Esto genera una corriente
eléctrica, que tiene asociada una densidad de corriente j. La ley de Ohm establece
que el campo eléctrico y la densidad de corriente satisfacen la relacién

j=oe (3.19)

donde o es la conductividad del material. En las aplicaciones, o se suele considerar
constante a trozos: cero, si el material no es conductor, y una constante positiva si
lo es.

Como las particulas que constituyen la materia tienen una carga eléctrica, su
presencia modifica el campo electromagnético. Este efecto macroscépico de la mate-
ria se tiene en cuenta introduciendo dos campos adicionales: la induccion eléctrica,
d(z,y,z,t), y la intensidad de campo magnético, h(x,y, z,t). En muchos medios y
para valores bajos de los campos, la induccién eléctrica es proporcional al campo
eléctrico:

d=ce (3.20)

El factor de proporcionalidad € se llama permitividad del material; en las aplicaciones,
€ es una funcién constante a trozos. En estas condiciones, la intensidad de campo
magnético y la induccién magnética también estan relacionadas:

b = uh (3.21)
En este caso, el factor de proporcionalidad p es una funcién que depende del campo
magnético: u = p(|bl); recibe el nombre de permeabilidad del material.

Las ecuaciones de J.C. Maxwell (1831-1879) explican c6mo se origina el campo
eléctrico y cudles son sus propiedades:

od

Vxh=j+ 28 V.d=p (3.22)
ot
Ob

La resolucién de estas ecuaciones cuando no se dispone de las relaciones constitutivas
(3.19)—(3.21) es extremadamente dificil.

Magnetostatica: formulacion en potencial vector
En el caso estacionario, las ecuaciones de Maxwell se simplifican:
Vxe=0 V-b=0
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Si se verifican las relaciones (3.20) y (3.21), se tienen dos sistemas desacoplados.

En ciertas situaciones, el problema
Vxh=j V-b=0 (3.24)

se puede reducir a una ecuacién del tipo considerado en este capitulo. En efecto,
la propiedad V - b = 0 implica que existe un campo vectorial a llamado potencial
vector magnético tal que

b=Vxa

Cualquier otro campo de la forma a’ = a + V ¢ verifica también que V x a’ = b.
Para que a quede determinado de forma tnica, exigimos ademas que V- a = (
(esta condicién se conoce como gauge de Coulomb). Entonces, la primera ecuacién
de (3.24) se escribe

Vx (W(V x a|)Vx a)=j

donde v := %

Si la corriente es transversal al plano xy, es decir,

i(@,y,2) = (0,0, f(z,y))

la induccién magnética b esta contenida en el plano xy, y el potencial vector es de
la forma a(z,y,z) = (0,0,u(z,y)). Nétese que entonces |V x a] = |Vu|. Asi, el
problema se reduce a determinar u = u(z,y) tal que

=V w(Vu))Vu) = f

Calculo del campo magnético estacionario en un motor eléctrico

La geometria de las componentes de un motor eléctrico (estator, rotor y bobina-
do) tiene importantes consecuencias en el comportamiento del motor. A continuacién
calculamos el campo magnético estacionario debido al bobinado del estator en un
motor eléctrico sencillo con dos polos. Suponiendo que el motor es largo en relacién
con sus dimensiones transversales, podemos despreciar los efectos de los extremos y
suponer que no existe variacion en la direccién z. Asi, todas las derivadas con respec-
to a la variable z desaparecen de la formulacién y es suficiente considerar un corte
bidimensional del motor. Habitualmente se desprecia el campo fuera del motor y se
resuelve el problema en el interior, imponiendo condiciones de contorno artificiales
en la frontera.

El dominio estd formado por cuatro regiones: el estdtor y el rotor, separados
por aire, y dos bobinas de cobre (véase la figura 3.4). Deseamos calcular el campo
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magnético inducido por una densidad de corriente perpendicular al plano. Por tanto,
emplearemos la formulacion en potencial vector. La permeabilidad magnética p vale
1 en el aire y en el cobre; en el estdtor y en el rotor, es una funcién no lineal:

5000

— 200 4 — 20
() T 150,055

La densidad de corriente j es una funcién nula en todo punto excepto en el cobre:
en el 4nodo vale —1 y en el catodo, 1. El problema consiste en hallar u: R2 — R tal
que

Vu(x)) = j(x) enR?
u(x) = O(1) cuando |x| — +0o0

1
-V <u<rw<x>r>

La reluctividad magnética v = !, satisface las propiedades a) y b) de la seccién 3.5.
La solucién obtenida se muestra en la figura 3.5. Las curvas de nivel de u representan
las lineas de la induccién magnética b.

1

; Estator
08k Are

06r
04r
02
U,
o2k |
04
06}

08k

o

L ! L L
-1 05 0 05 1

Figura 3.4: Seccién de un motor Figura 3.5: Curvas de nivel



Capitulo 4

Un problema parabdlico-eliptico
no lineal

En este capitulo analizamos un problema modelo que consiste en una ecuacién
parabdlica no lineal en una zona acotada del dominio, y la ecuaciéon de Laplace en la
regién exterior no acotada; ambas ecuaciones estan acopladas mediante condiciones
de transmisién sobre la interfaz. El interés por este tipo de problemas est4 justificado
por el estudio de las ecuaciones de Maxwell para campos electromagnéticos cuasi-
estacionarios.

En [65], R.C. MacCamy y M. Suri estudian un problema parabdlico-eliptico que
consiste en la ecuacién del calor en una zona acotada del dominio, y la ecuacién de
Laplace en la region exterior no acotada. Utilizando el método de acoplamiento de
C. Johnson y J.C. Nédélec [54], prueban la convergencia de las soluciones del esquema
semidiscreto. Sin embargo, como la matriz de rigidez no es simétrica y tampoco
definida positiva, el andlisis de un esquema que tenga en cuenta la discretizacién
de la variable temporal es dificil y atin estd por resolver. En M. Costabel et al. [22]
se utiliza el método simétrico para resolver el problema. En este caso, la matriz
de rigidez es definida positiva. Empleando el método de Crank-Nicolson para la
discretizacién en tiempo, se prueban resultados de convergencia y estimaciones del
error tedricas.

En este trabajo, extendemos el método descrito en el capitulo 2 para analizar
un problema parabdlico-eliptico no lineal. Nos interesamos por el estudio del efecto
de la integracion numérica sobre la convergencia y obtenemos estimaciones del error
para un esquema completamente discreto que tiene en cuenta el uso de férmulas de
cuadratura.

61
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En la seccién 4.1 presentamos las ecuaciones de Maxwell para campos electro-
magnéticos cuasi-estacionarios. Nuestra intenciéon es motivar el estudio de los pro-
blemas parabdlico-elipticos que consideramos en este capitulo. En la seccién 4.2 des-
cribimos el problema modelo y empleamos las mismas técnicas que en los capitulos
anteriores para reducirlo a un problema parabdlico-eliptico planteado en una zona
acotada. En la seccién 4.3, seguimos A. Zenfsek [100] y utilizamos el método de Euler
implicito para la discretizacién en tiempo y una triangulacion exacta del dominio
para la discretizacion espacial. Bajo hipdtesis adecuadas sobre los coeficientes de
la ecuacién no lineal, probamos que el problema discreto tiene una unica solucién.
Suponiendo que el operador de la ecuacién parabdlica es fuertemente mondtono, en
la seccidén 4.4 probamos la existencia y unicidad de la solucién exacta, y un resultado
de convergencia. En la seccién 4.5 damos estimaciones del error. Finalmente, en la
seccion 4.6 proponemos un esquema completamente discreto que tiene en cuenta el
uso de féormulas de cuadratura, y en la seccién 4.7 probamos que se conserva el orden
de convergencia.

4.1. Motivacion

Un campo electromagnético se dice cuasi-estacionario cuando es posible despre-
ciar la variacién con respecto a t de la induccién eléctrica d (cf. A. Bossavit [8]). En
este caso, la ecuacién (3.22); se reduce a

Vxh=j (4.1)

Por otro lado, de la ecuacién (3.23)2 deducimos que existe un campo vectorial
a=a(z,y,z,t), llamado potencial vector magnético, tal que

b=Vxa (4.2)
Si la corriente es transversal al plano xy, es decir,
j(«flf, Y, %z, t) - (Ov 0, f(l', Y, t))

las relaciones (4.1) y (3.21) implican que la induccién magnética b esta contenida
en el plano zy y el potencial vector magnético es de la forma

a(x7 y? Z? t) = (07 07 ’U,(.%', y? t))

Pero entonces,

ou  Ou T
b= (8—@’ —a—m,()) y b = [Vu| (4.3)
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De las relaciones (3.23); y (4.2) se deduce que existe un potencial escalar ¢ tal

que

Oa
e:—V(l)—a

Imponiendo la condicién adicional V - a = 0 (gauge de Coulomb), de las relaciones
(3.20) y (3.22)2 deducimos que

Ag=?
€

Si la densidad de carga p = 0, se puede tomar ¢ = 0 (cf. R.P. Feynman et al. [29]),
de forma que el campo eléctrico esta dado por

-
e= (0,0, —%) (4.4)

Combinando la relacién (4.1) con la ley constitutiva (3.21) y la ley de Ohm (3.19), y
teniendo en cuenta las expresiones que hemos obtenido para la induccién magnética
b y la intensidad de campo eléctrico e (ver (4.3) y (4.4)), obtenemos
ou
oo T V- (1/(|VU\)VU) =f (4.5)
Denotemos por €25 la zona del dominio formada por materiales no conductores
(c = 0) y por Qp la parte constituida por materiales conductores (o > 0). Si la
reluctividad magnética v satisface las condiciones a) y b) de la seccién 3.5, la ecuacién
(4.5) es eliptica en Qj y parabdlica en 2. Para que el problema esté bien planteado,
debemos anadir condiciones de contorno, condiciones iniciales en el dominio Qp y
condiciones de transmisién sobre la interfaz A := 0Q N0 p. Estas dltimas son una
consecuencia de las relaciones fisicas

h, - 7=h] 7 y b, -n=b] -n
donde el subindice E (P) indica la restricciéon a A de una funcién definida en Qg
(Qp); T y n designan el vector tangente y el vector normal a A, respectivamente.

El modelo que hemos presentado se utiliza en ingenieria para el calculo de campos
electromagnéticos cuasi—estacionarios en méaquinas eléctricas. Con esto pretendemos
justificar el interés de los problemas que consideramos a continuacién.

4.2. El problema modelo

Sea X un espacio de Banach dotado de la norma || - || y sea 7' > 0 un numero
real. Denotamos por L?(0,T; X) el conjunto de todas las aplicaciones u: (0,7) — X
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tales que
2 r 2
ey = [ TP <oc

El espacio L%(0,T; X) es de Banach dotado de la norma || - | 2(0,7;x)- Si ademds X
es de Hilbert dotado del producto escalar (-,-), el espacio L?(0,7; X) también lo es
con el producto escalar

T
(1,9) L20.7x) = /0 (u(t), o(t)) dt

El conjunto de todas las funciones continuas u: [0,7] — X se designa por C([0,T]; X)
y es un espacio de Banach dotado de la norma

[ulleqo,ry;x) = sup [lu(t)]]
t€[0,T)

En A. Kufner et al. [57] se estudian detalladamente estos espacios.

Sea €, un dominio acotado de R? cuya frontera I', es de Lipschitz. Consideramos
una curva cerrada simple I'; que contiene el dominio €, en su interior. Denotamos
por Qp la regién limitada por las curvas I'y y I'y, y por Qg el complementario de
Q, UQp en R2. Designamos por n; el vector unitario normal a I';, orientado de Qp
a Q. Por ultimo, dada una funcién v: (0,7) x Q,, — R (M = E, P), denotamos por
vy su limite sobre T';.

Qp

Figura 4.1: Dominio del problema modelo

Conocidas f € L2(0,T; L?(Qp)), uo € L*(2p) y la funcién continua no lineal
b: QxR — R2
(x,a) +— bxa):= (bl(x’ a))

bQ(X, Ot)
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buscamos una funcién w: (0,7) x Q) — R tal que para cada t € (0,7T),

ou
E—V-b(-,u,Vu) = f(t) en Qp
—Au(t) = 0 en Qg
u(t) = 0 sobre I',
up(t) = ug(t) (4.6)
b (0 Vus(0) 1, = 522 (1)
u(0) = wu, en Qp
u(t) = O(1) |x| — 400

Sea I' una curva cerrada simple de clase C* que contiene en su interior el do-
minio Q, U Qp. La curva I' divide el dominio Q en dos regiones: una acotada, que
denotamos Q~ y otra no acotada, que denotamos Q1. Entonces el problema (4.6) es
equivalente a un problema de transmisién que consiste, para cada t € (0,7, en un
problema parabdlico-eliptico planteado en el dominio acotado Q2 :=Qp UL, UQ™:

%—V-b(-,u,VU) = f(t) en p
—Au(t) = 0 en Q~
u(t) = 0 sobre T,
ur(t) = us(t) D
b (un(0), Vup(0) = S0
u(0) = 1w, en Qp

y un problema eliptico, lineal y homogéneo, formulado en la regién no acotada Q*:

—Au(t) = 0 en QF

(4.8)
u(t) = O(1) cuando |x| — +o0
acoplados mediante las condiciones de transmisién sobre I':
ou ou™
() =ut -~ = 4
W) =ut) e (=5 () (19)

El vector n es el vector unitario normal a I, orientado de Q~ a Q". Al igual que en
los capitulos precedentes, dada una funcién v definida en QF, denotamos por v+
limite de v sobre I.

el
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Noétese que la frontera I'; puede hacer el papel de frontera de acoplamiento si
es suficientemente regular. Sin embargo, esta frontera es un dato del problema y en
principio, no tiene porqué ser una curva de clase C*°. Por esta razén, consideramos
la frontera artificial I.

Figura 4.2: Dominio del problema de transmisién

En lo que sigue, suponemos que la funcién b satisface la Hipotesis 3.1 en  x R3.
Consideramos la forma a: H'(Q) x H*(Q2) — R dada por

a(u,v) := ap(u,v) + ag(u,v) Yu,ve H(Q)
donde

ap(u,v) ::/ b(x,u,Vu) -Vvdx y ag(u,v):= Vu-Vodx
QP Q-

En virtud de la Hipétesis 3.1, la forma a(-, -) estd bien definida y es acotada en H*()
(cf. Lema 3.1). En estas condiciones a(-,-) es ademds hemicontinua en H'(Q), esto
es, la aplicacion

s €10,1] — a(u+ sv,w) € R

es continua, cualesquiera que sean u,v,w € H'(Q). En efecto, esta propiedad es
una consecuencia del Teorema de dependencia continua de la integral respecto a un
pardmetro (véase, por ejemplo, el Teorema 2.1.6 de A. Kufner et al. [57]).

Designamos por V el subespacio de H'(2) formado por las funciones de traza
nula sobre I'y:
Vi={ve  HY(Q); v|r, = 0}
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También usaremos el subespacio de H'(£2;) formado por las funciones de traza nula
sobre I'y, que denotamos Vp.

Empleando las notaciones anteriores, la solucién del problema (4.7) satisface la
relacién siguiente para cada v € V' y en casi todo punto (c.t.p., en lo que sigue)
t e (0,7,
ou™

(t)v do = ft)vdx

ou
—(tvdx +a(u(t),v) — . on o,

o, Of

Por otra parte, para cada t € (0,7, la solucién del problema (4.8) se puede
calcular en cualquier punto de Q" mediante la férmula de representacién dada en
la Proposicién 1.9, y por tanto, satisface las ecuaciones integrales periddicas (2.7) y
(2.8).

Procediendo del modo habitual, deducimos la siguiente formulacién variacional
del problema (4.6):

hallar u € L2(0,T; V) NC([0,T); L2(Qp)) v € € L2(0,T; Hy /?) tales que
u(0) =u, en L2(Qp)
y en c.t.p. t € (0,T) se verifica que

%(U(t), v)o.pta(u(t), v) +d(u(t), v) — (v, (1))
c(u(t),n) + b(&(t),m)

Sea M :=V x H(;l/2 y consideremos la forma A: M x M — R dada por

(f(t),v)o0p YveEV
0

Vne Hy'/?

A(t,v) == a(u,v) + B(t,v) Ya:=(u,§), 0:=(v,n) € M

donde B(-,-) es la forma bilineal definida en (2.12). Entonces, el problema variacional
anterior es equivalente al problema siguiente:

hallar @ := (u, &) € L*(0,T; M), u € C([0, T]; L*(Qp)), tal que

uw(0) =u, en L?(p)

yen c.t.p. t € (0,T) se verifica que

d

dt
Lema 4.1. Supongamos que la funcion b satisface las Hipotesis 3.1-3.3. Entonces,

la forma A(-,-) es acotada, hemicontinua, fuertemente mondtona y Lipschitz-conti-
nua en M.

(4.10)

(u(t), v)o.op + A(a(t), 0) = (f(t),v)00, VOEM
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Prueba. En el Teorema 3.2 se prueba que bajo las Hipdtesis 3.1 y 3.2 la forma A(-, -)
es acotada y fuertemente mondtona en M. Por otra parte, en el Lema 3.4 se ve que,
bajo las Hipdtesis 3.1 y 3.3, A(+,-) es Lipschitz-continua. Por tltimo, gracias a que
la forma B(-,) es bilineal, la forma A(-,-) hereda la hemicontinuidad de a(-,-). =

4.3. EIl problema discreto

Por simplicidad en la exposicién, en lo que sigue suponemos que las fronteras
I’y y T’y son poligonales. En esta seccién damos un esquema discreto para resolver
el problema (4.10). Empleamos el método de Euler implicito (o regresivo) para la
discretizacion de la variable temporal, y las mismas técnicas que en los capitulos
anteriores para resolver el problema en cada paso de tiempo. Para ello, consideramos
dos familias de particiones: una del intervalo [0, 7] y otra del intervalo [0, 1].

Dados dos numeros enteros positivos, Ng y Ni, designamos por At := T/Ny
el paso de discretizacién en tiempo, y por h := 1/Nj el paso de discretizacién en
espacio. Denotamos por t,, := nAt (n =0,..., Ny) los nodos de la particién uniforme

del intervalo [0,7] de paso At. Consideramos también la particién uniforme de la
recta real de paso h, z; :=ih (i € Z).

Sea (73,);, una familia regular de triangulaciones exactas del dominio €. Supo-
nemos que 75, es compatible con la interfaz I'; y denotamos por 7, y T p las
triangulaciones de los dominios Q™ y Q, determinadas por 75,. Sea o}, el conjunto
de los vértices de la triangulacién 75,. Suponemos que o, NT' = {m(zi)}?’:lo, donde =
es una parametrizacion 1-periddica de la curva I'.

Designamos por V}, el espacio de las funciones continuas en €, de traza nula sobre
I, y tales que sobre cada tridngulo T' € 75, pertenecen al espacio P1(T), es decir,

Vi = {on €CQ) s vplr € PUT) VT €75 wplr, = 0}

Consideramos el espacio producto Mj := Vj; x Hp. Sea (uq,), una sucesién de
funciones continuas en Qp tales que sobre cada T € Tj, p, Ug, € P1(T). Suponemos
que

Ugp — Uy en L2(Qp) (4.11)

En lo que sigue, f € C ([0, T); L2(2 P)). Consideramos el esquema de Euler implicito
siguiente:
hallar 4y = (uj, &) € My, (n=1,..., Np) tal que

- N A (4.12)
(U —uf ™ op)oap + At A(GR, O) = At (f(tn), vn)on, ViR € My,
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donde denotamos uj := 1, . Las soluciones del esquema (4.12) son los valores aproxi-
mados de i(t,) (n = 1,...,Np). La diferencia regresiva At~ (u}! —u}")|q, es una
aproximacion de o' (t,)|q,-

Teorema 4.2. Supongamos que b satisface las Hipdtesis 3.1 y 3.2. Entonces, el
problema (4.12) tiene una inica solucion para h suficientemente pequeno.

Prueba. Sean {¢; ?;1 y {wk}gil bases de Vj, y Hj, respectivamente, y sea D :=
di +do. Parad=1,...,D, consideramos las funciones ¥; dadas por

G .- (¢4,0) side{l,...,d}
0, ¢)  side{di+1,...,D}

El conjunto {\de}gzl es una base del espacio M}. Entonces, para n = 1,..., Ny,

ay =371 uglfld y el problema (4.12) es equivalente a los Ny sistemas de ecuaciones
no lineales siguientes:

fu" ) =g" (n=1,...,No) (4.13)
donde

dy D

S i (5,000 + AA [ S ¥y, Ty | siie{L,... di}

fw= =

At A Zuj(l\lj,(l\li SiiE{d1+1,...,D}
=1

o (™t di)oap + At(f(tn), di)oap sii€{l,....d1}
"o sii€{d +1,...,D}

Bajo las Hipétesis 3.1 y 3.2, la forma A(-,-) es hemicontinua y fuertemente mo-
nétona (cf. Lema 4.1). Empleando estas propiedades, es sencillo comprobar que f
es hemicontinua, estrictamente mondtona y coerciva. Entonces, en virtud de los
Teoremas 27.1 y 27.3 de J. Oden [77], cada uno de los sistemas (4.13) tiene una
Unica solucién. [

Nota. Fl resultado anterior es cierto bajo condiciones mds débiles sobre los coefi-
cientes. En efecto, la Hipdtesis 3.2 se puede sustituir por ciertas condiciones bajo las
cuales la forma A(-,-) es mondtona y coerciva en M. Empleando estas propiedades
de la forma A(-,-) se deduce que la funcion £ del Teorema 4.2 es estrictamente
mondtona y coerciva.
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4.4. Unresultado de existencia, unicidad y convergencia

En este apartado probamos la existencia y unicidad de solucién del problema
(4.10), y un resultado de convergencia en L2(0,T; M). Para ello, usamos la esti-
macion a priori del error que se da en el Lema siguiente. Denotamos por i =
(Uh,e,&ne) la funcion escalonada definida por

uy sit € (th_1,tn] (n=1,..., N
ine(r) = 4 O TEE Gl = e 8 (414
u sit=0
Lema 4.3. Supongamos que se verifican las Hipotesis 3.1 y 3.2. Entonces, si At es
suficientemente pequeno, existe una constante C' > 0, independiente de At y de h,

tal que
[une(T)lloop + llinellL20,rar) < C

Prueba. La prueba de este resultado es clasica. Poniendo 9, = 4 en la ecuacién
(4.12) y sumando desde n = 1 hasta n = Ny, obtenemos

N() No
Z(UZ - UZ_laUZ)o@p —i—AtZA(fLZ, Atz ), uR)o.0p
n=1 n=1

Noétese que

No

D (i —up  upon, = leuh —up 50, + HuhOHo Qp ~ IIUO,hllﬁ,gp

n=1

Entonces, utilizando la hipédtesis (4.11) y la monotonia fuerte de la forma A(,-),
tenemos que

No
_HuhOHO Qp +az lapll3s < C+ ALY 1 (ta)llogpllalla

n=1
El resultado se deduce aplicando la desigualdad
a?  eb?
< — 4+ — .
ab_26+2 Ve>0 (4.15)
con a = [[f(tn)llogp, b= llagllar y €= a =

La convergencia de las soluciones aproximadas de problemas parabdlico-elipti-
cos obtenidas mediante discretizaciones por elementos finitos fue estudiada primero
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por M. Zlamal [105, 106] y més tarde por A. Zenisek [100]. La prueba que damos
aqui sigue esencialmente la dada en [100], aunque presenta algunas simplificaciones
debidas a que en [100] la solucién exacta se busca en el subespacio de L2(0,7;V)
formado por las funciones cuya derivada en Qp pertenece al espacio L2(0,T; V7).
Emplearemos el siguiente resultado auxiliar, que se puede verificar facilmente.

Lema 4.4. Sea ¢ € COO([O,T]). Definimos las funciones escalonadas

o(tn) site€ (tpo1,ta] (n=1,..., Np)
Pelt) = {¢(t1) sit=0

¢(tn+1) — ¢(tn)

it o At
%=1 4(t,) ~p(t)

At
donde ¢(tn,+1) := ¢(T'). Entonces existen constantes positivas, C y Ca, que depen-
den de la funcion ¢, tales que

e — @llo,00,1) < C1AL | fe — ¢'llo,0,m) < CoAt!/?

sit € (th—1,tn] (n=1,...,Np)

sit=20

En lo que sigue, f.: [0,7] — L?(Qp) es la funcién escalonada dada por

| ftn) sit€ (tpo1,te] (n=1,...,Np)
elf) = {f(tl) sit=0

Teorema 4.5. Supongamos que la funcion b satisface las Hipotesis 3.1 y 3.2. En-
tonces el problema (4.10) tiene una tinica solucion 4 = (u,&). Ademds, la sucesion
(tipe)p converge a @ en L*(0,T;M).

Prueba. Damos un esquema con los pasos de la demostracion:

FEtapa 1. En virtud del Lema 4.3, como los espacios L2(Qp) y L?(0,T; M) son refle-
xivos, se pueden extraer subsucesiones (upc (1)) de (upe(T))n y (Gnre)n de (Gpe)n
débilmente convergentes en L?(Qp) y en L?(0,T; M), respectivamente; es decir, exis-
ten funciones g € L2(Qp) v 4 := (u, &) € L?(0,T; M) tales que

(une(T), v)0.0p = (9,0)0,0, Yo L*(Qp) (4.16)
(Uhses 0) 20500y — (0, 0) 20 ary V0 € L2(0,T; M) (4.17)
Sean 0 := (w,() € M y ¢ € C*°([0,T7]). Consideramos una sucesién (wy,)s, Wy, € Mp,

tal que
wp, —w en M (4.18)
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Poniendo 0y, = wp¢(t,) en la ecuacién (4.12) y sumando desde n = 1 hasta n = Ny,
obtenemos

No

D — ™ wn)o 0 Bt +AtZA Atz ) 0oy 9(tn)

n=1

Efectuando una sumacién por partes, se deduce que

T T
/ (o), )0, 0 () it = / Aiin o(t), n) o (2) dt
0 0

T
_ /0 (un,e(t), wn)oopde(t) dt (4.19)

+ (Un,e(T), wn)o,0p(T) — (to,n, wn)o,apP(Al)

FEtapa 2. Debido a la no linealidad de la forma A(-,-), no podemos pasar al limite
en la identidad (4.19) directamente. Para cada b’ y cada t € [0, 7], consideramos el
funcional /() € M’ definido mediante la relacién

<Xh’ (t) > = A(uh/ (t),f)) Voe M (4.20)

donde (-, -) indica la dualidad entre M’ y M. Empleando las propiedades de la forma
A(-,-), es sencillo comprobar que la sucesién (xj/)n es acotada en L2(0,T; M),
que es un espacio reflexivo. Por tanto, existe un elemento y € L?(0,T;M’) y una
subsucesion de (xp/)n/, que denotamos de la misma manera, que converge débilmente
a x en L?(0,T; M"), es decir,

(X, 0) — (x,0) Vi€ L*0,T; M) (4.21)

FEtapa 3. Pasando al limite cuando h’ — 0 en la relacién (4.19) tenemos, en virtud
de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el Lema 4.4 y las propiedades (4.11), (4.16)—
(4.18) y (4.21),

T
(9 @) &(T) — (tt0, 0.2 B(0) — /O (u(t), w)opd'(t) dt

T T (4.22)
T /0 (x(t), @) (2) dt = /O () w)ospo(t) dt

Tomando ¢ € C§°(0,T) e integrando por partes, se tiene que

%(u(t),w)o,gp = (f(t),w)o,0p — (x(t),w) enctp.te(0,T)VweM (4.23)
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Gracias a la regularidad de las funciones u, f y ¥, la aplicaciéon
t € (0,T) — (u(t),w)oa, € H(0,T)

y por tanto, se identifica con una funcién continua en el intervalo cerrado [0, 7. Asi,
u € C([0,T]; L*(Qp)). Por otra parte, de la relacién (4.23) se deduce que para cada
w € M y para cada t € [0,T],

(u(t)aw)oﬂp = (U(O)aw)O,QP +/0 {(f(8)7w)0,QP - <X(S),1ﬁ>}d8

Si consideramos de nuevo la relacién (4.22) para ¢ € C*([0,7]) con ¢(0) = 1y
¢(T) = 0, e integramos por partes, obtenemos que u(0) = u, en L?(Q;). De forma
similar, se deduce que g = u(T) en L?(2p).

FEtapa 4. En esta etapa, probamos que @ satisface la ecuacién del problema (4.10)
y que la subsucesién (ipe)p converge a @ en L?(0,T; M). Recordemos que bajo las
Hipétesis 3.1 y 3.2, la forma A(:,-) es fuertemente monétona en M. Luego, para
cualquier v € M,

T
D) i= [ (Alinale)ne6) = 8) = A (6 = 0)

> ldne(t) = 9l13, = 0

(4.24)

Procediendo como en la prueba del Lema 4.3, se deduce
T 1 ) 1 ) T
| Al o) dt < G, = 5lunce B, + [ Gelthune®hoa,

De las dos ultimas relaciones, la definicién (4.20) y las propiedades (4.16), (4.17) y
(4.21), tenemos que para cada v € M,

T T
0< hg}_SEp Dy (0) < /0 (x(t),a(t) —o0)dt — /0 A(D,a(t) — o) dt (4.25)

Dada w € L?(0,7; M), tomamos © = a(t) — 6(t), con 6 € (0,1). Como la forma
A(-,+) es hemicontinua y acotada, pasando al limite en (4.25) cuando 8 — 0y
aplicando el Teorema de la convergencia dominada, se obtiene

T
/ () — Aa(t), i(t)) dt >0 Vi € L2(0,T; M)
0
Y, por linealidad, deducimos

/T(X(t) — Au(t),w(t))dt =0 V€ L*0,T; M)
0
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En particular, tomando w(z,t) = 0(x)¢(t), para ¢ € C5°(0,T) y 0 € M, se tiene
(x(t),0) = A(u(t),0) enct.p.t€(0,T) Voe M

Por tanto, @ satisface la ecuacién del problema (4.10). Por dltimo, tomando ¢ = 4 en
(4.25) y teniendo en cuenta la relacién (4.24), se deduce que la subsucesion (U )p/
converge a @ en L2(0,T; M).

Etapa 5. La unicidad de solucién se prueba de la forma habitual. Para probar la con-
vergencia de la sucesién (dp )y a @ en L?(0,T; M) también se emplean argumentos
estandar. .
Nota. Para probar el Lema 4.3, basta suponer que b satisface condiciones bajo las
cuales la forma A(-,-) es mondtona y coerciva. En este caso la prueba es andloga a
la dada en A. Zenisek [100]. Por otra parte, de la demostracion del Teorema 4.5, es
claro que la existencia y unicidad de solucion del problema (4.10) también se puede
obtener en estas condiciones; la Hipotesis 3.2 solo es necesaria para asequrar que la
sucesion (tipe)n converge a @ en L*(0,T; M).

4.5. Estimaciones del error

En este apartado, suponemos que la solucién del problema (4.10) tiene la regu-
laridad H'7(Q), con o € [0,1), y obtenemos estimaciones del error en términos de
los pardametros de discretizacion At y h empleando las técnicas usuales (cf. V. Tho-
mée [91], P.A. Raviart y J.M. Thomas [80]). En vez de utilizar el operador de proyec-
cién eliptico, que requiere el uso de técnicas de dualidad, empleamos el operador de
interpolacién definido por C. Bernardi [5]. Este operador se basa en una proyeccién
L? local y es una generalizacién del operador de interpolacién de Ph. Clément [19)].

Dada u € L'(Q), denotamos IT,u la interpolada de u en Vj,; la definicién del
operador de interpolacién II;, puede verse en C. Bernardi [5, seccién V].

Lema 4.6. Siu € VN H(Q), con o € [0,1), eziste una constante C > 0,
independiente de h, tal que

lu - Myulleg < CR*Fulliing  (k=0,1) (4.26)

Prueba. En C. Bernardi [5] se prueba que si u € VN H™(Q) (m = 1,2), existe una
constante C' > 0 independiente de h tal que

lu — Mpullkg < CH" Fllullme  (k=0,1)
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Entonces, utilizando la teorfa de interpolacién de espacios de Sobolev (cf. J.L. Lions
y E. Magenes [62]) deducimos que para u € H'*7(Q),

e\ 1— _ _
lu— Myullee < (CA9)' 7 (C ) Jlullip0 = C B ulli 00
|

Teorema 4.7. Supongamos que la solucién del problema (4.10) posee las propieda-
des siguientes:

1. weC((0,T]; H*(Q))
2. ' e L*(0,T; H'(Q))
3. ' e L*0,T;V))

4. ue € HY(Qp)

y que existe una constante C independiente de h tal que

Huo — U p |07QP <Ch ||’UJ0H17QP (4.27)

Entonces, si se verifican las Hipdtesis 3.1, 3.2 y 3.3, existe una constante C' > 0,
independiente de h y de At, tal que

[tie — tn.ell 2000y < C(h7 4 At)

donde U es la funcion escalonada dada por

Ue(t) :=

U(tn) site€ (tn—1,tn] (n=1,...,Np)
ﬂ(tl) stt=0

Prueba. Sea mp,: H® — Hj, el operador de proyeccién ortogonal en HY, es decir, dado
¢ e HO m,& € Hy, es la tnica funcién que satisface

(€ —mn&mm) =0 Vo € Hy
Consideramos el operador 11 : LY () x H® — M, dado por
0,0 := (v, mn) Vo := (v,n) € LY(Q) x H°
Paran=1,..., Ny, denotamos por éj = (e}},€}) := Uy — ﬁhﬂ(tn), esto es,

ep =up—up y € =E& —mn(tn)
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donde @} := IIyu(t,). Escogemos @ := u,, y ponemos e} := 0. Nétese que en las
condiciones del Teorema, @ satisface la ecuacién (4.10) para cada t € (0,7]. Usando
que (ﬁg)gozl es la solucién del problema (4.12), deducimos que

(e — e L un)on, + At(A®R, o) — A@yalt,), o))
— (At u’(tn) — (u(tn) — u(tn,l)),vh)()ﬂp

R (4.28)
At(A(altn), o) — A(pa(ta), n))

+
~n ~n—1

+ (u(tn) —u(tp—1) — (U —uy )7vh)0,QP

A continuacién, estimamos los términos que aparecen en el segundo miembro de la

expresion anterior. Haciendo un desarrollo de Taylor con resto integral de orden uno
en V/, tenemos que

(At (tn) — (u(tn) — u(tn,l)),vh)mp = </t ' (tp_1 — t)u"(t) dt,vp)p

donde (-,-)p designa el producto de dualidad entre V) y Vp. Usando la desigualdad
de Cauchy-Schwarz, deducimos que

’(At u/(tn) — (u(tn) — u(tn-1)), Uh)o,Qp’ < At3/2||“"||L2(0,T;v,g)th’ 0,2p

Por otra parte, bajo las Hipétesis 3.1 y 3.3, la forma A(-,-) es Lipschitz—continua.
Luego, aplicando el Lema 4.6 se tiene que

AL(A(@(tn), 50) = ATpi(ta), 00)) | < CALRT fult)ll1sollonlla

Por iltimo, empleando el Lema 4.6 tenemos, paran =2, ..., Ny,

IN

Ch|lu(ty) — u(tn-1) |up

< CA2h||! || 20 rsm (@) lvm

1,0 0.Qp

0,Qp

Si n =1, empleamos el Lema 4.6 y la desigualdad (4.27) para deducir

‘(U(tl) — o — (@, = y),vn) g o, | < Ch(l[utr)llne + lluollep) lvnllogr

El resultado se sigue poniendo o, = €}/ (n =1,..., Np) en (4.28), usando la mono-
tonfa fuerte de A(,-) y aplicando reiteradamente la desigualdad (4.15). "
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4.6. Un esquema completamente discreto

En la practica, no es posible resolver el problema (4.12) directamente, puesto que
no sabemos calcular de forma exacta todos los coeficientes del sistema. Por tanto, es
necesario el uso de formulas de cuadratura para calcularlos de forma aproximada. En
esta seccién proponemos un esquema completamente discreto que tiene en cuenta el
uso de férmulas de integraciéon numérica.

Sea ap: Vi, x V), — R la forma dada por

ap(un,vp) = an,p(Un, V) + ap,p(Un, va)  Yup,vp € Vy

donde
anp(un,vp) = > Qr(b(+,un, Vup)-Vup)

TeTh,P

an,p(un,on) == > Qr(Vup-Vup)

TG‘rh’E

siendo Q¢ la férmula de cuadratura (2.25). Aproximamos la forma A(-,-) por la
forma Ap: My, x My — R definida por

Ap(tn, 0n) = ap(un,vp) + Bp(tn, 0n) Vg, 0p € My,

donde By(+, ) estd dada por (2.35). Si la funcién b satisface las Hipdtesis 3.1 y 3.2,
las formas Ap(-,-) son uniformemente fuertemente mondtonas y acotadas en My,
para h < hg (cf. Teorema 3.8).

Finalmente, definimos la siguiente perturbacién de (f(tn),vn)o.0p:

(f(tn) = > Qu(f(ta)vn) Yuvn €V

TETth
Planteamos el siguiente esquema para resolver el problema (4.12):
hallar 4y := (up, &) € My, (n=1,...,Nop) tal que (4.29)
(upf —up ™Y op)o.ap + At Ap(aft, on) = At (f(tn), va)ne ¥V On € My

donde u} := u,, es una funcién continua en Qp tal que su restriccién a cada tridngulo
T € 15, p pertenece al espacio P1(7"). Suponemos que

u) — uy  en L(Qp)

La prueba de la existencia y unicidad de solucién del esquema (4.29) es andloga a
la del Teorema 4.2.
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Teorema 4.8. Supongamos que b satisface las Hipdtesis 3.1 y 3.2. Entonces el
problema (4.29) tiene una unica solucidn, para h suficientemente pequeno.

Nota. Los términos de la forma (un, vn)o.qp, con up, vy € Vi, se calculan de forma
exacta ya que la triangulacion m, p solo contiene tridngulos rectos. No obstante, en
la prdactica suele emplearse la formula de cuadratura de los vértices para calcular
estos términos de forma aproximada. Esto es debido a que entonces la matriz de
masa es diagonal. Esta técnica se conoce como el método de “lumped masses” (ver

V. Thomée [91]).

4.7. El efecto de la integracién numérica

Para estudiar el efecto de la integracién numérica sobre la convergencia, es nece-
sario imponer condiciones mas fuertes sobre la funcién b. En lo que sigue, suponemos
que se verifican las Hipétesis 3.1-3.4 en el dominio Q, x R3. Sea Upe: [0,T] — Mp,
Upe = (Upe, Ene) la funcidn escalonada definida por

. o ay site (tn—1,tn] (n=1,..., Np)
Uh,e(t) T ~1 .
u, sit=0

donde (a)2°, es la solucién del esquema (4.29).

Lema 4.9. Supongamos que se verifican las Hipdtesis 3.1 y 8.2. Entonces, si At es
suficientemente pequeno, existe una constante C' > 0, independiente de h y de At,
tal que

[un.e(T)llop + lldnellL2 o < C
Prueba. La prueba es similar a la del Lema 4.3. n

Teorema 4.10. Supongamos que la funcion b satisface las Hipotesis 3.1-3.4 y que
fe C([O,T]; WI’OO(QP)). Entonces, la sucesion (fipe)n converge en L2(0,T; M) a la
solucidn del problema (4.10).

Prueba. Por el Lema 4.9, se pueden extraer subsucesiones (up¢(T))n de (un,e(T))n
Y (Gpre)p de (tp,e)n débilmente convergentes a g* en L?(Qp) y a 0* en L2(0,T; M),
respectivamente. Sea ¢ € COO([O,T}). Dada w € M, consideramos una sucesién
(W), Wy € My, que converge a w en M. Poniendo 0, = wpo(t,) (n =1,..., Np)
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en la ecuacién (4.29) y sumando por partes, llegamos a que

T T -
/ (£ (), wn ) r(£)dt = / (e (1), wn)oszp Ge(t)dt
0 0

T
_ /0 A (o), ) be(t) (4.30)

+ (un,e(T),wn)0,0, (1) — (ton, wh)o,npd(At)

Para cada h’ y para cada t € [0, 7], consideramos el funcional x;,(t) € M’ definido
por
(3 (1), ) = Aliine(t),9) Vo€ M

En virtud de la etapa 3 de la demostracion del Teorema 4.5, se puede extraer una
subsucesién de (x},)n’ (que denotaremos de la misma manera), que converge débil-
mente a un elemento x* € L2(0,T; M").

Aplicando la Proposicion 3.11 y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, deducimos
que

T
/O (Ap (e (8), one) — Alno(t), don)) elt) dt — 0

De forma similar, por el Lema 2.7 se tiene que

T
/0 ((Folt) w0 )p — (felt) wn Yoy ) Belt) dE — O

Asi, pasando al limite cuando b’ — 0 en la relacién (4.30), obtenemos que

T
(g% w)0,0,0(T) — (uo, w)o,0,9(0) — /0 (u*(t), w)o,npd'(t) dt
(4.31)

T T
+ [ cwaaen = [ wwanot

De la demostracién del Teorema 4.5, deducimos que 4* es la solucién del problema
(4.10), es decir, @* = 4, y que la sucesién (4, e)n converge a @ en L?(0,T; M). =

A continuacién damos estimaciones del error para las soluciones de los esquemas
completamente discretos (4.29). Probamos que el orden de convergencia es el mismo
que para el esquema (4.12).

Teorema 4.11. En las condiciones del Teorema 4.7, si ademds se satisfacen las
Hipétesis 3.1-3.4 y f € C([0,T); Wh>®(Qp)), existe una constante C, independiente
de h y de At, tal que

||’&e - ﬂh,GHLQ(O,T;M) S C(hg + At)
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Prueba. Para n = 1,..., Ny, denotamos €} := u} — ﬁhﬂ(tn) y ap = Ipu(t,). Sea

ej := 0y 4 := ug,. Notando que (ﬁ’,})ﬁfil es la solucion del esquema (4.29) y que

en las condiciones del Teorema, @ satisface la ecuacién (4.10) para cada t € (0,77,
deducimos que

n—1

(e — et Lopoa, + At (Ap(ay,on) — Ap(Tya(t,), o))

(Atw!(tn) = (u(tn) = u(tn-1)),vh)g g,
AL(A(i(tn), 0n) — A(Tpia(tn), 0n))

( (tn) — u(tn- ) (ap, — )»Uh)oszp
At (A(palty), o) — Ap(aa(ts), o))
At ((f(tn), vr)np — (f(tn), vn)o,0p)

+ + 4+ o+

En virtud de la Proposicién 3.11 y la continuidad de ﬁh: M — My,
|(A(Titn), 50) = An(Tnii(tn), o)) | < C RlaCta) arlon
Por otra parte, aplicando el Lema 2.7, se tiene que

() o = (P vndgee € CBIS (i ) 10l

El resto de la prueba es andloga a la del Teorema 4.7. [



Capitulo 5

Un problema eliptico
cuasi-lineal

El método simétrico de acoplamiento, introducido simultaneamente por M. Cos-
tabel [20] y H. Han [48], fue generalizado de forma satisfactoria para problemas de
contorno no lineales que son homodgeneos y lineales con coeficientes constantes en
el exterior de una region acotada. En estas extensiones, el andlisis del error se da
siempre cuando el operador no lineal es fuertemente mondétono y Lipschitz-continuo.
Esto es debido a que en estas condiciones se satisface una version del Lema de Céa
(véase el capitulo 3).

En [98], J. Xu proporcioné una técnica para realizar el anélisis numérico de
problemas no lineales sobre dominios acotados cuando no se dispone de ninguna
version del Lema de Céa (cf. también R. Rannacher [79], M. Schultz [84], J. Douglas
y T. Doupont [26], C. Johnson y V. Thomée [55]). El método consiste en linealizar
la ecuacion en derivadas parciales no lineal en una solucién aislada dada (véase la
hipétesis (5.8)), y considerar su discretizacion por el método de elementos finitos.
En este capitulo, probamos que esta técnica puede extenderse directamente para
problemas exteriores no lineales sin utilizar funciones de Green discretas, a costa de
algunas restricciones en el tipo de no linealidad. No podemos tratar el caso general
porque no disponemos de cotas para las funciones de Green discretas asociadas a
formulaciones BEM—-FEM.

Los resultados principales de este capitulo son las contribuciones al andlisis de
una formulacién BEM—FEM no lineal completamente discreta. Debemos resolver dos
dificultades. Por una parte, salvo que el operador no lineal sea fuertemente monétono
y Lipschitz-continuo, no se satisface el Lema de Strang y no disponemos de ninguna
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herramienta para controlar el efecto de la integracién numérica sobre la convergencia.
Por otra parte, el nicleo del operador de simple capa es débilmente singular y
debemos ser cuidadosos al emplear formulas de cuadratura. Presentamos una versiéon
modificada del método simétrico que permite evitar estas singularidades y calcular
los coeficientes de la matriz global correspondientes a términos de contorno mediante
férmulas de cuadratura sencillas. Ademds, probamos que el método descrito por
J. Xu [98] puede completarse, al menos para nuestro problema modelo, para estudiar
el efecto de la integracién numérica sobre la convergencia. Esta cuestién permanecia
abierta incluso en el caso acotado y sigue sin resolverse para una ecuacién no lineal
general. Finalmente, estudiamos la formulaciéon variacional que se obtiene al tomar
como frontera de acoplamiento una circunferencia.

El contenido de este capitulo estd recogido en S. Meddahi et al. [70].

5.1. El problema modelo

A lo largo de este capitulo, €2, es un dominio acotado en R? cuya frontera I, es
de Lipschitz. Consideramos una curva cerrada simple, I';, que contiene el dominio
Q, en su interior. Denotamos por Qy; la regién limitada por las curvas I'y y T';. El
complementario de Q, U Qy; en R? se denota §2,. El vector unitario normal a I';,
orientado de Qy, a , se designa por n,, y el limite o la traza sobre I'; de una
funcién v definida en Qy, (2., resp.) se denota vy, (v, resp.).

Q.

Figura 5.1: Dominio del problema modelo

Sean b;(x,s) (i = 0,1,2) tres funciones reales no lineales de clase C1(Qy, x R)
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. 2p. . .z
tales que las derivadas %SIQ son continuas. Deseamos calcular la solucion del problema

—Au = 0 en
-V (Vu+b(x,u)) +bo(x,u) = 0 en Qnp

Uy = Ug
5.1)
aUNL 8uL (
b(- . -
On, b uxe) - m on,
u = 0 sobre I’y
u(x) = O(1) cuando |x| — +00

donde denotamos b := (by,b2) .

En el libro de G.N. Gatica y G.C. Hsiao [36] se dan algunos resultados de exis-
tencia y unicidad para este tipo de problemas bajo condiciones generales sobre los
coeficientes b;. Las condiciones que impondremos para obtener estimaciones del error
son independientes de aquellas que se suponen para deducir existencia y unicidad del
problema (5.1). Por esta razén, no vamos a ocuparnos de este punto. Supondremos
que el problema (5.1) tiene al menos una solucién u, suficientemente regular, y
daremos estimaciones del error para una solucién aproximada obtenida a partir de
un esquema discreto BEM—FEM.

Consideramos una curva cerrada simple I que contiene en su interior el conjunto
Q,UQy.. La curva I' divide el dominio €2, en dos regiones: una acotada, que deno-
tamos Q7, y la regién no acotada exterior a I', que denotamos QF (véase la figura
5.2). Designamos por € := Q,, UT', UQ™ y definimos el espacio

Vi={ve H(Q); v|r, = 0} (5.2)
Entonces, el problema (5.1) es equivalente a un problema de transmision.

En lo que sigue, suponemos que v € H'*?(Q), con 0 < o < 1. No se puede
esperar que la solucién sea més regular (o = 1) porque su derivada normal tiene un
salto a través de I';. Sin embargo, en virtud del Teorema de inclusién de Sobolev,
las funciones de H'*7(Q) se identifican con funciones continuas en 2. Por tanto, la
forma

a(u,v) 2:/VU'VUdX+/ b(x,u)onder/ bo(x, u) vdx (5.3)
Q ONL

OnL

estd bien definida para cada v € H(£2). Asi, se tiene que u satisface en  la formu-
lacion variacional siguiente:

a(u,v) — /F g—z_v do=0 VveV (5.4)
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O+

Figura 5.2: Dominio del problema de transmisién

donde n es el vector unitario normal a I', orientado de  a Q.

El método simétrico de acoplamiento entre elementos finitos y elementos de con-
torno consiste en resolver la ecuacién (5.4) acoplada con dos identidades integrales
sobre I' que relacionan la traza de u con su derivada normal (en este caso, las ecua-
ciones (1.4) y (1.5)). En lo que sigue, suponemos que I' es una curva de clase C*°.
Procediendo como en el capitulo 2, llegamos a la siguiente formulacion débil del
problema (5.1):

hallar u e V y € € Ho_l/2 tales que
a(u,v) +d(u,v) —c(v,§) = 0 VYveV (5.5)
clwn) +b(En) = 0 VneH, '
donde las formas bilineales b(-,-) y d(-,-) estdn dadas por (2.9) y la forma bilineal

c(+,-), por (2.10). La incégnita auxiliar £ estd relacionada con la derivada normal de
u sobre I' mediante la expresion:

0
€= || (a—zom>

Sea M =V x H, 12 Para simplificar la notacién, denotamos @, v y w los
elementos (u,§), (v,n) y (w, () de M. Consideramos la forma

A(t,0) = a(u,v) + B(1, )
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donde B(-,-) es la forma bilineal dada por (2.12). Con estas notaciones, el problema
(5.5) es equivalente a
hallar 4 € M tal que

A(0,0) =0 VYoeM (5:6)

Sea A!,: M x M — R la forma bilineal definida por
b b
Al (9,%) = / a—(x,u) : vadx—i—/ @(x,u)vwdx
QN ds Js

193557

+ /VU'dex—i—B(f),w)
Q

donde denotamos g—? = (%, %)T. Notamos que A, (0, w) es la derivada de Gateaux

de A(-,%) en el punto @ y en la direccién 9. La forma bilineal A;,(-,-) es continua
en M x M ya que las funciones %(~,u(-)) (¢ = 0,1,2) son continuas en 2y ,. Por
tanto, podemos considerar el operador asociado A: M — M’ definido por

(AD,w) = Al (0,w) Vo,0eM
donde M’ es el dual de M con respecto al producto escalar de L2(Q) x H" y deno-
tamos por (-, -) el producto de dualidad entre M’ y M.

En virtud del Lema 1.10, para cierta constante & > 0, suficientemente grande,
existe una constante o > 0 tal que

(A0, 0) +kllv§ o > allolli, VoeM (5.7)

En lo que sigue, suponemos que el operador A es inyectivo, esto es,
Al (0,0) =0 YeM=09=0 (5.8)
Como la inclusién de V en L%(Q) es compacta, también lo es la inclusién canénica
i: V — V'. Por tanto, el operador Z: M — M’ dado por Z¢ = (i(v),0) es compacto.

Como HvH%Q = (Z0,0), bajo la hipdtesis (5.8), en virtud de la desigualdad (5.7) y
el Teorema de Alternativa de Fredholm, A es un isomorfismo.

5.2. El problema discreto

Por simplicidad en la exposicién, en lo que sigue suponemos que las curvas I',
y I'; son poligonales. Discretizamos el problema del mismo modo que en la secciéon
3.3. Asi, el problema discreto asociado al problema (5.6) consiste en

hallar 4y, € My, tal que

(5.9)
A(ﬁh,’[)h) =0 Vo, e M,
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Nota. Suponemos que la familia de triangulaciones (7h)p es cuasi-uniforme. En
estas condiciones, se verifica la desigualdad inversa

1
lwall0,00,0 < Cy/log 7 |lwellio Yw, € Vy (5.10)

donde C > 0 es una constante independiente de h (cf. el Teorema 3.4 de J. Xu [97]).

Teniendo en cuenta los Lemas 3.5 y 2.5, y la densidad de las funciones regulares
en M, deducimos que

lfm  inf |6 —dnllw =0 VoeM (5.11)
h—0t 0 M},

En estas condiciones, en virtud del Teorema 10.1.2 de C. Chen y J. Zhou [15], existe
ho € (0,1] y una constante o > 0 tales que

Al (D, @
sup u(vhvwh)

= > al|opllar Yo € My Yh < ho (5.12)
anemy,  |[Wnllar

Ademsds, el operador B,: M — M, dado, para cada © € M, por la solucién del
problema
A (Prd,adp) = Ay (0,0p)  Vaby € M,

esta bien definido si h < hg, y se verifica que

o — Pyo|ly < C inf |6 — 10
[0 — Ppollp < ﬁhlthHv Onllm

donde C' es una constante independiente de © y de h.

Empleando los Lemas 3.5 y 2.5, deducimos que si 0 € M N(H*7(Q) x H~1/2%7),
existe una constante C > 0, independiente de h y de 0, tal que

o o 1/2
lo = Pl < Ch (Jolfrma+ 2 1j500) YA <ho  (5.13)

Sea u € H'(2). Definimos la forma semilineal R, : V}, x V}, — R por:

1 2 927 w
Ru(on.wn) = [ ( |3 G oo G- dt) (u— 01)? dx
NL i=0 !

donde 0(t) := u + t(vp, — u) y denotamos %%g = wy,. El siguiente resultado sera ttil
mas adelante.
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Lema 5.1. Sea By(0) := {0, € My, ; ||vn]lo,00,0 < 6}, donde § > 0 es una constante.
Entonces existe una constante C > 0 tal que

|Ry(vn, wp)| < Cllu—vpl[f ollwnllie  Vin € Bu(8) Vwy, € Vi,

Prueba. Para cada t € [0, 1] y cada 05, € By(0), se verifica que

lu+ t(vp, — u)

0,000 < 0+ [[ufo,00,0
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, deducimos que

| Ru(vns wn)| < Cllu—vpl[Zaeyllwnllie ¥ on € B(8) Ywn € Vi

donde X
, 0°b;
C 2 mix SUP |52 (x,5)
XCAENL
|s| <o
El resultado se sigue aplicando que la inclusién H!(Q) — L*(Q) es continua. L]

Probaremos la existencia de solucién del problema discreto (5.9) mediante una
técnica de punto fijo. Para ello, es 1til la siguiente caracterizacion de las soluciones.

Proposicién 5.2. Una funcion u, € M, es una solucion del problema (5.9) si y
solo si satisface la relacion siguiente:

Ay (4 — Qg 0) = Ry(up,vp) Vo, € My,
Prueba. Sea n(t) := A(a + t(a, — @), 0p). El resultado se sigue de la identidad

1
n(1) = n(0) +1'(0) + / 761 — 1) dt

y el hecho de que 4y, € M}, es una solucién del problema (5.9) siy solo si A(w, 0p)
A(tp, 0p,), para cualquier 0y, € Mj,.

Consideramos ahora la aplicacién ¥: M; — M), tal que Y1y, es la tnica solucién
de la ecuacién

A;(\I/’f)h,’lf)h) = A;(’LAL, Tf)h) — Ru(vh,wh) Yy € My,

Notese que en virtud de la Proposicién 5.2, los puntos fijos de la aplicacién ¥ son
las soluciones del problema discreto (5.9).
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Observacion. La aplicacién ¥: M, — M}, es continua. En efecto, sea (9, )nen una
sucesion de funciones en M}, que converge a un elemento 05, en M. De la definicién
de U, se sigue la identidad

A;(\I/f)h — \I/@n,if}h) = Ru(vn, wh) — Ru(vh,wh) Ywy € My,

Entonces, empleando la condicién inf-sup (5.12), tenemos la estimacién

10— Wiy < C sup oelOm @) — Rulon, wn)]
n — A~
wp, €My, HwhHM

Es facil comprobar que el limite del segundo miembro es cero. Luego ¥: My — Mjy,
es continua. O

Lema 5.3. Sea By, := {0, € My, ; ||on — Pyittl|ar < h}. Se verifica que By, C By (6),
para § =1+ ||luljo,c00 ¥y b < ho.

Prueba. Sea v, € By,. Usando la desigualdad triangular, tenemos que

lvallocoe < [Jullocon + lu — vallo,c0,0
< uflo,co + llu — Prullo,co.0 + [[Phte — vallo,00,0

Sea Ij,: C(Q) — V}, el operador de interpolacién de Lagrange asociado a la triangu-
lacion 7,. Entonces,

|u — Prullo,co,0 < [lu — Inulloco0 + [[1hu — Prullo,co.0

Empleando la desigualdad inversa (5.10) y teniendo en cuenta que vy, € By, deduci-

mos que
1
[Phu = vallo,c00 < Ch74[log 5

1
[nu = Prulloco,0 < Cy/log 7 ([lw = Prull1,o + lJu — Thul10)

En virtud del Lema 3.5, la estimacién (5.13) y un Teorema de traza, se tiene que

1
0,000 < Ch? 10gﬁ llull1+0.0

| Ipu — Pru
Por otra parte, la siguiente estimaciéon del error de interpolacion se obtiene proce-
diendo como en el Lema 3.5:
lu = Tnullocon < Ch[ull11o0
Luego, para h suficientemente pequeno, 0y, € Bp(6), con 6 =1+ ||ul/0,00,0- "

A continuacién probamos el resultado principal de esta seccidn.
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Teorema 5.4. Sea u € H*(Q), con o € (0,1), una solucién del problema (5.5)
y supongamos que la forma bilineal Al (-,-) satisface la hipdtesis (5.8). Entonces
existe hog € (0, 1] tal que el problema discreto (5.9) tiene una solucion uy, € My que
satisface la estimacion

[6 — dpl[ar < Ch?

para cierta constante C > 0 y para cada h < hyg.

Prueba. Veamos que V: By — By, esto es,
|Wdy, — Pyiillar < h You € By
En efecto, de la definicién del operador I3h, resulta
Al (Uoy, — Pyt idy) = —Ru(vp,wp) Vb € My,

Asi, en virtud de la condicién inf-sup (5.12) y del Lema 5.1, deducimos que

~ R
W, — Pyiil[pr < C sup B, wn)|

- < Cllu—wnlli o
wWp €My, ||whHM ’

Usando la desigualdad triangular, la estimacién (5.13) y un Teorema de traza, y
teniendo en cuenta que vy € By, se tiene que
1@y, — Prile < C(llu— Puullf g + | Pau —vnll] o)

< ChP(1+ [lulllypg) < A7

si h es suficientemente pequeno. Luego Vo € By,.

La existencia de una solucién del problema discreto (5.9) es una consecuencia
del Teorema del punto fijo de Brouwer y de la Proposicién 5.2. Finalmente, usando
la estimacién (5.13) y teniendo en cuenta que 4y € By, tenemos que

@ — nllar < | — Pya|lar + || Pait — tinl|ar < Ch?

Empleando la misma técnica que J. Xu [98], se puede probar el siguiente resultado
de unicidad local para el problema (5.9).

Teorema 5.5. Se puede encontrar una constante n > 0 de modo que existe una
unica solucion Uy, del problema (5.9) verificando

lu = unllo,co.0 <7
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Prueba. Sean 4}, y 7 dos soluciones del problema (5.9) verificando

Entonces, si denotamos por 0(t) := u} + t(u? — u}), se tiene que

Ju—uiflo0e2 <1

1
/ Ay (@ — gy, ) dt = A(iif, p) — Al@y,wn) =0 Yy, € My, (5.14)
0

Por otra parte, usando el Teorema del Valor Medio, podemos escribir:

1 1
/OAIH(t)(Uhawh)dt - /()A;(vh,wh)dt

1 2 9, .
/0 /QNL ; aasbzz (x,u+6(0(t) —u))(0(t) — ) %x?vh dx

para cierto 6 € (0,1). Como ||6(t) — ul|o,c0,0 < 3n Vt € [0, 1], deducimos que

1
| Ao onson) e > A Gansan) = Cllinlalnl g
0

Luego, en virtud de (5.12), para 7 suficientemente pequeno se tiene que

/ A vh,wh)d

sup >CH1A)}LHM Yo, € My,
o EMp, \WhIIM
Empleando esta relacién en la desigualdad (5.14), obtenemos que 4} = @2. m

5.3. Un esquema completamente discreto

En la practica, la aplicacion del método requiere el uso de férmulas de cuadratura
para calcular los coeficientes del sistema (5.9). En esta seccién proponemos un es-
quema completamente discreto que tiene en cuenta el uso de férmulas de cuadratura.
Extendemos las técnicas empleadas para analizar el problema discreto (5.9) a este
caso, probando que el orden de convergencia es el mismo.

Aproximamos la forma a(-,-) usando la férmula de cuadratura @), definida en
(2.25) en cada triangulo T" € 73,. Asi, definimos la forma aproximada

h(uh,vh Z QT Vuh Vvh Z QT (Zb X ’U,h ) (5.15)

TeTy, TETh NL
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Sea Ayp: My x My, — R la forma definida por
Ap(in, 0n) = an(un, vn) + Bp(tn, 0n)  Vin, O € My
donde By, (-, -) es la forma bilineal dada en (2.35). Resolvemos el problema modificado

hallar 45 € Mj, tal que
(5.16)
Ah(ﬂz,@h) =0 Vo, e My

A continuacién, probamos que este problema tiene una solucién y que se conserva
el orden de convergencia.

Lema 5.6. Sea B} := {05, € My ; ||0n — pllmr < R}, donde Uy, € By, es una
solucién del problema (5.9). Para h suficientemente pequerio, se verifica que

B; C By(6*) & =2+ |luf

0,00,

Prueba. Sea 9y, € B;. En virtud de la desigualdad triangular y el Lema 5.3, tenemos
que
[onlloc < llunlloccn + llun — vhlloco.0

IN

1+ [[ullo,co.0 + [[tn = vhllo,00,0
Usando la desigualdad inversa (5.10) y teniendo en cuenta que 9y, € Bj, obtenemos

1
llun — vnll0,00,0 < Ch74/log 7

de modo que para h suficientemente pequeno,

[vrllo,c0.0 < 2+ [lullo,c0.02

Proposicién 5.7. Existe una constante C > 0, independiente de h, tal que para
cada Oy, € B} y Wy, € My,

|A(0n, W) — Ap(On, wn)| < Ch(L+ [|Onar)l|@nll a1

Prueba. Sean 0y, € B} y Wy, € M. En virtud de la Proposicién 2.9, solo tenemos
que probar que para cada T' € 7j, y., existe una constante C' > 0, independiente de

hy deT, tal que
2

> 1L < Ch(1+ ||up

Jj=0

1) |lwn 1T
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donde para j = 0,1, 2,

owy, owy,
I] = /Tbj(X, Uh)% dX — QT (b](X,’Uh)a—xj>

J

(otra vez, denotamos %%g = wp,).

Sea T' € 73, 1. Usando las ideas de M. Feistauer [28], escribimos

16i (-, vR) 1,00, < |10i(-5 o) [|0,00,7
2
0b;
£ (e
= 83?j

Como las funciones b; € C1(Qy, x R) (i =0,1,2) y 9, € B}, resulta que

ov

i hy
8$]‘ T

Os (5 on)

0,00,T

)

0,00,T H

16 (- on) 1,000 < C(1+ [V un|7])

donde %
C > méx sup ‘—Z(X, s)
i=0,1,2 O0s
XEQNT,
|s] <%

El resultado se deduce aplicando el Lema 2.7 con f = b;(-,vp)|lr yp=1sii=1,2,
y con f = bo(-,vp)|lr ¥y p = wp|r cuando i = 0. .

Seguidamente, caracterizamos las soluciones del problema (5.16).

Proposicién 5.8. Una funcion uy € My, es solucion del problema (5.16) si y solo
st para cada Wy, € My, se cumple que

A~

A;h (u;kz — Up, wh) = A(QZﬂ wh) - Ah('&Za wh) - Ruh (u;ku wh)

Prueba. Sea ny(t) := A(ay, + t(a), — ap), 0n). El resultado es una consecuencia de la
identidad

1
%MZ%@+%®+AWWW—ﬂﬁ

y el hecho de que 4j € M, es una solucién del problema (5.16) siy solo si A(tp, 0p) =
Ah(ﬂz,@h) Y op, € My,. |

Teorema 5.9. Bajo las hipdtesis del Teorema 5.4, existe hy € (0,1] tal que para
cada h < hy, el problema (5.16) tiene una solucion uj € My, que verifica

l@ = a||ar < CR?
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Prueba. Dada v, € Bf, usando la desigualdad triangular, obtenemos que
lun +t(vn — un)llocon <2+ [luflocn VE€(0,1]

En virtud de los Lemas 5.6 y 5.1, existe una constante C' > 0 tal que para cua-
lesquiera @y, € B y Wy, € My,

|Ru, (vn, wp)| < Cllun — vplli ol (5.17)

Definimos la aplicacién no lineal ¥*: M, — M, por
A;Lh (\P*@h, wp) = A;h (Up, Wp) + A(Op, wp) — Ap(Op, Wp) — Ry, (vp, wp,)

Los puntos fijos de la aplicacién ¥*: My x My — R son las soluciones del problema
(5.16). Ademads, la forma bilineal A, : M}, x Mj — R satisface la condicién inf-sup

Ay, (On, )
sup —2—-—>

. > Cl|opl|ar Von € My (5.18)
wneM, || Wnllm

para cierta constante C' > 0 y para h suficientemente pequeno, lo que garantiza que
U*: My, x My, — R es continua. En efecto,

| AL (Op, D) — A, (On, n)| < Cllu —up|Laoy vl La lwnll.e

donde 22
—— (x,5)

052

C > max sup
(2

=012 cay,
|s| <o~

Pero como la inclusién H!(Q) — L*(Q) es continua, queda que

| A5, (D, p) — A, (O, 0n)| < Cllu— uplvallvnlliellwsllie

Ahora, en virtud del Teorema 5.4, para h suficientemente pequeno
| Axu (O, 0n) — Ay, (On, 0n)| < Ch7||vpl1,0llwallne
de donde se sigue la desigualdad (5.18).

Veamos ahora que para cada 0, € B}, se verifica que V*0;, € B;. Dada 0, € B},
de la condicién inf-sup (5.18), la definicién de ¥* y la desigualdad (5.17), se sigue
que

A(6n, 1) — An(0p, @
”\IJ*@h_ahHMSC sup | (vhawh) h(vhawh)’

. + Chllvn — unlliq
n €M, l|0n || ar ’

Luego, por la Proposicién 5.7, teniendo en cuenta que v, € By,
196y, — s < C{(L+ [[onllar)h' =7 + h7}h? < b7

para h suficientemente pequeno, ya que ||0y||3s estd acotado independientemente de
h. El resultado es una consecuencia del Teorema del punto fijo de Brouwer y de la
Proposicion 5.8. m
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5.4. El caso de una frontera auxiliar circular

En esta seccién, presentamos una formulacién variacional simplificada que puede
ser 1til en la préactica. Si tomamos como frontera de acoplamiento una circunferencia
y usamos las mismas técnicas que en la seccién 3.6, obtenemos una formulacion
variacional mas sencilla en la que solo interviene una incognita. Discretizamos el
problema usando una triangulacién exacta del dominio y llegamos a un esquema
discreto para el que no se dispone de ninguna versiéon del Lema de Céa. Empleando
las mismas técnicas que en la seccion 5.2, deducimos estimaciones del error. También
estudiamos el efecto de la integracién numérica sobre la convergencia. Por iltimo,
presentamos resultados de las experiencias numéricas realizadas.

5.4.1. La formulacion variacional

En lo que sigue, I' es la circunferencia de centro el origen y de radio R (véase
la figura 3.3). Entonces, combinando la formulacién variacional del problema en el
dominio acotado (5.4) con la expresién (2.48), deducimos la siguiente formulacién

variacional del problema (5.1):
hallar v € V tal que
(5.19)
a(u,v) +2d(u,v) =0 VveV

donde a(-,-) y d(-,-) estan dadas por (5.3) y (2.9), respectivamente, y V' es el subes-
pacio de H(Q) que se define en (5.2).

En lo que sigue, suponemos que el problema (5.19) tiene al menos una solucién
u € H'9(Q), con 0 < ¢ < 1, y damos estimaciones del error para una solucién
aproximada obtenida a partir de un esquema discreto BEM-FEM. Nétese que en
estas condiciones, la forma a(u,v) estd bien definida para cada v € H' ().

Denotemos por A],: V x V — R la forma bilineal continua dada por la derivada
de Gateaux de la forma

A(v,w) = a(v,w) + 2d(v,w)
Consideramos el operador A: V — V'’ dado por
(Av,w) = A, (v,w) Yv,weV

donde usamos (-, -) para denotar el producto de dualidad entre V' y V. En virtud del
Lema 1.10, para cierta constante k > 0, suficientemente grande, existe una constante
a > 0 tal que

(Av,v) +E[[v[5 o = allvllfq YveV (5.20)
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Por tanto, si el operador A es inyectivo, por el Teorema de Alternativa de Fredholm,
es un isomorfismo.

5.4.2. El problema discreto

Por simplicidad, en lo que sigue suponemos que las fronteras Iy y I'; son poli-
gonales. Discretizamos el problema de la misma forma que en la secciéon 3.3, con-
siderando una familia de triangulaciones (73,);, cuasi—uniforme. El problema discreto
asociado al problema (5.19) consiste en

hallar up, € V tal que
(5.21)
a(up,vp) + 2d(up,vp) =0 Yo, €V

Procediendo como en la seccién 5.2, obtenemos el resultado siguiente.

Teorema 5.10. Siu € H'7(Q), cono € (0,1), es una solucién del problema (5.19)
y el operador A es inyectivo, existe una constante C > 0 y ho € (0,1] tales que el
problema discreto (5.21) tiene una solucion uy, € Vj, que satisface la estimacion

lu—upll1o < Ch® Vh<hg

Ademds, se puede encontrar una constante n > 0 de modo que existe una tnica
solucidn uyp, del problema (5.21) verificando

|u — unlloco0 <M

5.4.3. El efecto de la integracién numérica

En la practica, para resolver el sistema asociado al problema discreto (5.21),
tenemos que emplear férmulas de cuadratura para calcular de forma aproximada
los elementos del sistema. A continuacion, presentamos un esquema completamente
discreto que tiene en cuenta el uso de férmulas de integraciéon numérica. Resolvemos
el problema modificado:

hallar uj € V}, tal que
(5.22)
ah(uz, ’Uh) -+ 2dh(u;§,vh) =0 VYo, €V

donde la forma ay(+,-) estd dada por (5.15) y dp(-,-) se define en (2.33).

Extendiendo las técnicas empleadas para analizar el problema discreto (5.21)
(ver la seccién 5.3), probamos que se conserva el orden de convergencia.
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Teorema 5.11. Bajo las hipdtesis del Teorema 5.10, existe hy € (0,1] tal que para
cada h < hy, el problema (5.22) tiene una solucion uj, € Vi, que verifica

[ = w10 < CR®

5.4.4. Experiencias numéricas

El problema (5.22) conduce a un sistema no lineal que resolvemos aplicando el
método de Newton, con la variante de Armijo para mejorar la convergencia. En
cada iteracion del algoritmo, debemos resolver un sistema lineal que tiene la misma
estructura que el sistema (2.52).

En concreto, en la iteracién n hay que resolver el sistema
(A, +2D)d" =b, (5.23)

Si la matriz A, es simétrica y definida positiva, la solucién del sistema (5.23)
puede calcularse usando el mismo algoritmo que hemos utilizado para resolver el
sistema (2.52).

A continuacion, presentamos resultados de las experiencias numéricas realizadas
para el problema (5.1) cuando b =0y

S

bo(x, s) == f(x) — ﬁlﬂz\u (x)
siendo 1g,, la funcién indicador del dominio y,. Tomamos 2, := [-0,5,0,5)%,
Oy i=[-1,5,1,5]2\ ©, y como frontera auxiliar la circunferencia de centro el origen

y radio 3. La condicién de contorno de tipo Dirichlet sobre I'y y la funcién f se eligen

de modo que la solucién exacta es la funcién u(z,y) = meyQ
h Iteraciones | max; |(u — up)(a;)]

1/18 4 1,11-1071

1/36 4 3,53-1072

1/72 4 1,82-102

1/144 4 7,14 -1073

Cuadro 5.1: Convergencia en funcién del pardmetro h

En la Tabla 5.1 se muestran el niimero de iteraciones y el error en la norma L
discreta para distintos valores del parametro de discretizacién h. Notamos que el
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método empleado es 6ptimo en el sentido de que el nimero de iteraciones no varia
al disminuir el paso de discretizacién h.



Capitulo 6

El sistema de Lamé

En este capitulo consideramos el problema de Dirichlet para las ecuaciones de
la elasticidad lineal en el exterior de un dominio plano acotado. Para los problemas
considerados en los capitulos precedentes cabe también la posibilidad de extender el
método de C. Johnson y J.C. Nédélec [54] puesto que el operador de doble capa aso-
ciado al operador de Laplace es compacto. Sin embargo, para resolver el problema
que se considera en este capitulo debemos emplear el método simétrico (cf. M. Costa-
bel y E.P. Stephan [24]) debido a que en este caso el operador de doble capa es un
valor principal de Cauchy. Otra posibilidad es utilizar la formulacién cuasi-simétrica
propuesta por G.C. Hsiao [50, 36], que se basa en el método de acoplamiento de
J. Bielak y R.C. MacCamy [7].

Generalizamos el método presentado en el capitulo 2 para estudiar el sistema de
Lamé en el exterior de un dominio plano acotado. La nueva formulacién permite,
por una parte, aproximar los coeficientes del sistema a resolver mediante férmulas
de cuadratura elementales y, por otra parte, controlar el efecto de la integracién
numérica sobre la convergencia.

La estructura de este capitulo es semejante a la del capitulo 2. En la seccién 6.1,
describimos el problema modelo y probamos que la nueva formulacién BEM-FEM
tiene una tnica solucién. En la seccién 6.2, discretizamos el problema usando una
triangulacion exacta del dominio acotado y damos estimaciones del error para el
método de Galerkin. En la seccién 6.3 presentamos un esquema completamente dis-
creto obtenido al aproximar los coeficientes del problema discreto mediante férmulas
de cuadratura elementales. Resolvemos las dificultades que plantea el hecho de que
los nucleos de los operadores integrales sean singulares. El andlisis de este esque-
ma se lleva a cabo en la seccién 6.4, donde probamos que se conserva el orden de
convergencia. En la seccién 6.5 presentamos una técnica de precondicionamiento

99
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para resolver los sistemas a los que conduce la nueva formulacién. Por ultimo, en
la seccién 6.6 extendemos estas técnicas para resolver un problema elasto-plastico
en un dominio plano exterior. Se trata de un problema no lineal con un operador
fuertemente mondtono y Lipschitz-continuo. Por tanto, el andlisis es similar al del
problema (3.1).

A lo largo de este capitulo, empleamos las notaciones siguientes. Si H es un
espacio de Hilbert, denotamos por H := H X H el espacio producto, dotado de
la norma producto usual y del correspondiente producto escalar. Usamos la misma
notacién para el producto escalar y la norma del espacio producto. Utilizamos dos
puntos para denotar el producto escalar en el espacio de las matrices reales 2 x 2, es
decir,

2
A:B:= Z aijbz-j
1,j=1

6.1. EIl problema modelo

Sea Q, un dominio acotado en R? cuya frontera I', es de Lipschitz. Dada una
funcién f: Q) — R2, de soporte compacto, consideramos el siguiente problema ex-
terior de Dirichlet para el sistema de Lamé: hallar el campo de desplazamientos
u: Q) — R? tal que

~V.-Su = f en ()
u =0 sobre I'y (6.1)
u(x) = O(1) cuando |x| = 400

donde denotamos por S[u] el tensor de tensiones. Suponemos que el cuerpo que
ocupa la regién € es eldstico, homogéneo e isétropo. En estas condiciones, el tensor
de tensiones estd dado por la ley de Hooke

Sul=A(V-u)I+2uE]u]

donde A, u > 0 son las constantes de Lamé, I es el tensor unidad y
1
E[u]:= (Vu+(Vu)')

es el tensor de deformacion linealizado.

Sea © un dominio acotado y simplemente conexo en R? que contiene el soporte
de la funcién f y el dominio €, en su interior. Suponemos que la frontera de 2,
que denotamos T, es una curva de clase C*°. La curva I' divide el dominio €2} en
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dos subdominios: Q7 := QN Q) y QF := Q. El limite sobre I' de una funcién v
definida en Q1 (Q7) se indica por vt (v™, resp.). Sea n el vector unitario normal
a I, orientado de 2~ a QF. Denotamos por t*[u] := S[u]*n la traccién sobre T.

Entonces, el problema (6.1) se puede reescribir como un problema interior:

TN D0 Gen, ©2
acoplado con el problema exterior homogéneo:
—-V-Su = 0 en QT (63)
u(x) = O(1) cuando |x| — 400
mediante las condiciones de transmisién
w—ut oyt = ) (6.4)

Las condiciones (6.4) se traducen en que el campo de desplazamientos y las tracciones
deben de ser continuos sobre I'.

Q-i-

Figura 6.1: Dominio del problema de transmision

La formulacion variacional del problema en el dominio acotado 2~ se obtiene de
la forma habitual: basta multiplicar las dos ecuaciones de (6.2) por funciones test v;
tales que v;|r, = 0 (i = 1,2), y aplicar la férmula de Green en 7. De este modo, si
a: HY(Q7) x HY(Q7) — R es la forma bilineal dada por

a(u,v) = /_ (A(V-u)(V-v)+2uE[u]: E[v])dx (6.5)
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se tiene que

a(u,v) — /Ft[u] v do=(f,v)go- VveV (6.6)

donde V es el subespacio de H!(Q2~) formado por las funciones que se anulan sobre
T'y, es decir,
V:={veH(Q); v|r, = 0}

La forma bilineal a(-,-) es continua. Ademads, en virtud de la desigualdad de Korn,
a(-,-) es eliptica en V| es decir, existe una constante o > 0 tal que

a(v,v) > a||v||iQ, VveVv (6.7)

Por otra parte, la soluciéon fundamental del operador de elasticidad lineal esté da-
da por (cf. C. Chen y J. Zhou [15]):

. A+3p
(N + 2p)

Atp (x—y)x—y)'

Ux,y) =
Gey) Arp(A+2p)  [x—y]?

log |x —y|I+

En lo que sigue, denotamos por T*[U] := (t*[U'],t*[U?])T, siendo U’ los vectores
columna del tensor U. El resultado siguiente se prueba en C. Chen y J. Zhou [15].

Lema 6.1. Siu es solucién del problema (6.3), entonces en cada punto x € QT se
verifica que

u(x) = /F THU(x, y)Jut(y) doy — /F U y)tHul(y)doy +¢  (6.8)

donde ¢ es un vector constante que depende de u. El subindice y en el operador T
indica que derivamos con respecto a la variable y; la integracion debe entenderse
componente a componente.

La férmula (6.8), conocida como férmula de Betti-Somigliana, permite calcular
la solucién del problema (6.1) en cualquier punto del dominio exterior Q2" una vez
conocidas la traza de u y su traccion sobre la frontera de acoplamiento I'.

Para x € I, el potencial de capa simple

]7g(x) ::/FU(X,Y)g(Y) doy

tiene una singularidad cuando x = y. Sin embargo, la integral existe como integral
impropia (compdrese con (1.3)).
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Sea T el vector tangente a la curva I' y denotemos por

= 0 -1
i ( bl )
Llamamos potencial de doble capa al operador definido por

~

Re(x) = /F THU(x, y)| g(y) doy

A diferencia de los potenciales de doble capa asociados al operador de Laplace o al
de Stokes (cf. S. Meddahi y F.J. Sayas [72]), el nicleo de este operador

7 x-y)ny), -y 7%
T = 5rrmgC woyE L R D)
Ap x—y)(x—y)'

T(A+2u)  x—yl!

(x—y)-n(y)

tiene una singularidad del tipo x% Por tanto, el operador de doble capa debe in-
terpretarse como un valor principal de Cauchy. Mas adelante daremos una definicién
precisa de la version parametrizada de este operador, que es la que utilizamos en
nuestra formulacién.

Pasando al limite cuando x se aproxima a I' en la férmula de representacién
(6.8), y teniendo en cuenta las relaciones de salto de los potenciales de simple y
doble capa (cf. C. Chen y J. Zhou [15]), se deduce la identidad

ut = Kut —Vittu] +c (6.9)

N | =

Denotemos por K el operador adjunto de IE, es decir,
Rgx) = [ T{UGy) g(y) doy
r
y sea W el operador dado por

We(x) = — /F (THT] U, y)]]) "g(y)doy

Notese que la integral que define al operador W es hipersingular. Por tanto, el
operador correspondiente se define regularizando la integral divergente mediante el



104 Capitulo 6

procedimiento habitual (véase W. Hackbusch [47], C. Chen y J. Zhou [15]). Apli-
cando el operador S a la identidad (6.8) y pasando al limite cuando x se aproxima
a I', deducimos la identidad (cf. C. Chen y J. Zhou [15])

%t“L[u] — Wt — Rt [l (6.10)

El método simétrico consiste en resolver la formulacién variacional del problema
en el dominio interior junto con estas dos ecuaciones integrales sobre la frontera de
acoplamiento, que hacen el papel de dos condiciones de contorno no locales.

Aligual que en el caso del laplaciano, el operador hipersingular se puede expresar
en términos de un operador que tiene una singularidad de tipo logaritmico (como
la del operador de capa simple). En efecto, sea V* el operador definido formalmente
por

Vel = [ U y)ey) doy

donde ( )
« A+
U =

J. Gwinner y E.P. Stephan [46] probaron que

(X—YMX—yF}

{—logx—yI—i— 5
x — ¥

= J &, 0
Wu = EV 7. sobre I' (6.11)

A continuacién, presentamos una nueva versién del método simétrico para re-
solver el problema (6.1). Para ello consideramos una representacién paramétrica
1-periédica de la curva I', ¢: R — R2. En lo que sigue, llamamos operador de simple
capa al operador V: H~Y/2 — HY? definido por

1
Vn(s) = / V(s,t)n(t) dt
0
donde V(s,t) := U(x(s),x(t)). Como hemos visto, el nicleo del operador de capa

simple presenta una singularidad de tipo logaritmico y, por tanto, la integral se
interpreta como una integral impropia. El operador K: H'/2 — H/2 definido por

1
Kn(s) ::/0 K(s,t)n(t)dt

siendo K(s,t) = |o'(t)|T} 9 [U(x(s), z(t))], se llama operador de doble capa. De
la expresién explicita del nucleo del operador de doble capa, es claro que tiene una
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singularidad del tipo ﬁ Por tanto, la integral tiene sentido como un valor principal
de Cauchy, es decir,

Kn(s) = lim (/ K(s,t) n(t) dt + 1K(s,t)77(t)dt>

e—0* s+e

Notese que los operadores V y K son versiones parametrizadas de los potenciales de
simple y doble capa clasicos, respectivamente.

En lo que sigue, denotamos por

&(t) = |2 (1)t [u] (=(t))

Entonces, introduciendo la parametrizacién « en la ecuacién (6.9) y empleando las
condiciones de transmisién (6.4), obtenemos la ecuacién integral periddica:

(%1_;@> Y(u)+VE—c=0 enR (6.12)

donde Z: H'/2 — H'/2 ¢s el operador identidad y ~ se aplica componente a com-
ponente. Notamos que, usando la férmula de representacién (6.8), se prueba que el
comportamiento de u en el infinito es equivalente a una condicién de media nula de
t*[u] sobre I'. Asi, se tiene que

/Olg(s)ds - /Ft+[u] do =0

A continuacién, definimos una versién parametrizada del operador V*. Denota-
mos por V*: H™Y/2 — H/2 ¢] operador definido por

_ /OlV*(s,t)ﬁ(t) dt

donde V*(s,t) := U*(x(s), z(t)).

Lema 6.2. Se verifica que
/Wu x) dox = (y(v), V*y(u)’)

Prueba. El resultado se deduce multiplicando la relacién (6.11) por una funcién v,
integrando por partes y parametrizando el segundo miembro de la igualdad (véase
el Lema 1.12). ]
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Parametrizando en la ecuacion (6.10), deducimos en virtud del Lema 6.2, que

P d_.d
<§I+K>£+£V %'y(u)—g en R (6.13)

Consideremos las formas bilineales b, b*: H /2 x H-1/2 — R asociadas a los
operadores V y V*, respectivamente:

b&m) =V, b (&n):=(nVE) (6.14)

y la forma bilineal ¢: H!(Q) x H~ /2 — R asociada al operador de doble capa K:

v = (n, (37~ ) 7)) (6.15)

Parametrizando las integrales sobre I' en la formulaciéon simétrica, y teniendo en
cuenta las consideraciones anteriores, deducimos la siguiente formulacién variacional
del problema (6.1):

hallarue Vy¢e Hal/Q tales que
a(u,v) + b*(y(u),y(v)) —c(v,&) = (f,v)o.a- VveVv (6.16)
c(u,m) +b(mn) = 0 ¥n e Hy'?
En el Lema siguiente damos algunas propiedades de los operadores integrales V,
K y V* que emplearemos para probar que el problema (6.16) esta bien planteado.

Lema 6.3. Los operadores V,V*: H~Y2 — HY2 y K: HY2 — HY2 son lineales y
continuos. Ademds, existe una constante 8 > 0 tal que
—-1/2
(0, V) = Bln|%, ), ¥ eHY
y el operador —%V* %: H'/2 — H1/2 es no negativo, es decir,

(g/’v*g/) >0 \v/g e H1/2

Prueba. Empleando las mismas técnicas que en el Lema 1.10, se ve facilmente que
los operadores V y K heredan las propiedades de los potenciales de simple y doble
capa clasicos, que se prueban en C. Chen y J. Zhou [15]. Por otra parte, como
v: HY(Q™) — H'Y? es suprayectiva, dada g € HY/2, existe una funcién u € H(Q")
tal que y(u) = g. En virtud del Lema 6.2,

(g',V*g')—/F(Wu)uda
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El resultado se deduce usando que el segundo miembro de la expresion anterior es
no negativo (cf. C. Chen y J. Zhou [15]). =

Sea M :=V x H, 12 g espacio producto dotado del producto escalar natural y
de la norma inducida || - || as. Consideramos la forma bilineal A: M x M — R dada
por

A(,¥) = a(u, v) + B(1,¥) (6.17)

donde denotamos los elementos (u, &) y (v,n) de M por 0 y v, respectivamente, y
B(@, 9) i= b (y(u),5(v)') — (v, €) + c(u, m) + b{€, ) (6.18)
Sea L: M — R la forma lineal continua dada por
Lv):=(f,v)po- VVveM (6.19)
Con estas notaciones, el problema (6.16) es equivalente a:

hallar 0 € M tal que

(6.20)
A, v) = L) VveM

Teorema 6.4. FEl problema (6.16) tiene una tunica solucion.

Prueba. En virtud de las propiedades de la forma bilineal a(-,-) y del Lema 6.3,
la forma A: M x M — R es continua y eliptica. Por tanto, el resultado se sigue
aplicando el Lema de Lax-Milgram. =

6.2. El problema discreto

Por simplicidad en la exposicién, suponemos que la curva I'y es poligonal. Dado
un numero entero N > 0, llamamos h := 1/N y consideramos una triangulacién
exacta 7, del dominio Q~. En lo que sigue, empleamos las mismas notaciones que
en la seccion 2.2.1. Aproximamos los campos de desplazamientos mediante funciones
en el espacio V},. Para aproximar la incégnita &, consideramos el espacio producto
Hj,. El problema discreto asociado al problema (6.16) consiste en

hallar uy, € Vy, y &;, € Hy, tales que
a(up, vy) + 0 (v(un)', v(vi)) —c(vi, &n) = (F,vi)oo- VvieVy  (6.21)
b(&pn,mp) +clup,my) = 0 vV, € Hy
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Consideremos el espacio producto My, := V}, x Hy,. Entonces, el problema (6.21) es
equivalente al problema siguiente:

hallar 0, € My, tal que

o . . (6.22)
A(uh,vh) = L(Vh) Vv, € My,
Como My, es un subespacio de dimension finita de M, el problema (6.22) estd bien
planteado. Ademads, gracias a las propiedades de la forma A(-,-), aplicando el Lema
de Céa, existe una constante C' > 0, independiente de h, tal que

la— iy <C_inf & —alu (6.23)
vhREM,

Teorema 6.5. Siu € H2(Q7), existe una constante C > 0, independiente de h, tal
que
[u—wplli,0- + 1€ = &ull—1/2 < Chllullsq-

Prueba. Empleando las estimaciones del error de interpolacién locales (2.17), de-
ducimos que existe una constante C' > 0, independiente de h, tal que

inf v - vilio < Chlvlae VveVAHAQ)
vREV) ’ '
Por otra parte, las propiedades de aproximacion clasicas en espacios de Sobolev
periédicos (véase el Lema 2.5) implican que

. —1/2
inf [ln —null_12 < Chlnll, ¥neH, > nHY?
n,€Hy,

donde C' > 0 es una constante independiente de h. El resultado se deduce de la
desigualdad (6.23), usando un Teorema de traza. "

6.3. El esquema completamente discreto

En esta seccién proponemos un esquema completamente discreto para resolver el
problema (6.21). Definimos perturbaciones de la forma bilineal a(-,-) y de la forma
lineal L(-) usando un esquema de cuadratura de orden 0O sobre cada tridngulo de
la triangulacién 7, , y utilizamos la férmula de cuadratura (2.28), de orden 1, para
definir perturbaciones de las formas bilineales b(-,-), b*(-,-) y ¢(-, ). El ntcleo de los
operadores V y V* presenta una singularidad del mismo tipo que la del operador
de capa simple para la ecuacién de Laplace. Por tanto, para aproximar las formas
bilineales b(-,-) y b*(-, -) empleamos las mismas técnicas que en la seccién 2.3.1. Por
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otra parte, en este caso el operador de doble capa también tiene un nicleo singular.
Aproximamos la forma bilineal ¢(+, -) usando técnicas similares a las empleadas para
aproximar las formas bilineales b(-,-) y b*(-,-). Este esquema representa una gran
simplificacién con respecto al que se utiliza en C. Carstensen et al. [13], donde se
emplean una féormula simétrica de orden 19 en cada tridangulo y una férmula de
Gauss de 32 nodos en cada elemento de contorno.

Sea ap: Vi, X Vi, — R la forma bilineal dada por

an(an, vi) = Y Qr(A(V - wp)(V- vi) + 20 E[uy] : B [vy)) (6.24)

TET}:

y sea Ly : M} — R la forma lineal dada por

L(¥n) == Y Qr(f-vp) (6.25)

TET;

A continuacién, definimos una aproximacion de la forma bilineal b(-, -) sobre Hy, x
Hj,. Teniendo en cuenta que los elementos del espacio Hj, son funciones constantes
a trozos, basta definir aproximaciones V; ; de

/l /J V(s, ) ds dt
8i—1 7851

Como la funcién V(+, -) presenta una singularidad de tipo logaritmico, se debe tener
cuidado en la aplicacién de las formulas de cuadratura. Para evitar la singularidad,
siguiendo G.C. Hsiao et al. [51], escribimos:

V(s,t) = —cr, log|s — t° T+ B(s,t)

donde ¢y, = At 3 R la funcién B(-,-) es de clase C* en el dominio @ :=

8mp(A+2p
{(s,t) € [0,1] x [0,1] ; |s — t| < 1}. Calculamos la primera integral de forma exacta

y aproximamos la segunda mediante la férmula 0. Entonces, definimos
Vi,j = h2 <é2 (B(Si—l + h-, 851 +h )) — c)\#(log h2 + Bi_l')1>

donde las constantes By y los indices (i, j) estdn dados por (2.29) y (2.31), respec-
tivamente. La periodicidad de la funcién V(-,-) permite utilizar los indices (7, j) en
vez de (i,7), y evitar asi la vecindad de 0Q = {(s,t) € [0,1] x [0,1] ; |s —¢| = 1}.

Dada n;, € Hy, para i = 1,..., N, denotamos por n* := n|(s, , s,)- Definimos la
perturbacién by, : Hy, x Hp, — R por

N
b(&pomp) = > (n') Vi&l V&, my, € Hy

1,j=1
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Sean up, vy € Vj. Para definir una aproximacién de b*(y(uy)’,v(vy)'), basta
notar que si v € Vp,, entonces! v(v) € Ty, y v(vy)" € Hy,. Luego, es suficiente dar
una aproximacién de la forma bilineal b*(-,-) sobre Hj;, x Hj. Como la singularidad
del nicleo de b*(+, -) es del mismo tipo que la de V (-, -), utilizamos las mismas técnicas
que para la forma bilineal b(-,-). Aproximamos

Si 55
/ / Vi(s,t) =V},
Si—1 v 8j—1

V;j = h? (gg (B*(sz_l + h-, sj—1+ h)) — c;u(log h? + BZ—Z)I>

donde

p(Fp)
2r(A+2p)
bilineal b} : Hj, x H;, — R como sigue:

siendo ¢} |, = y B*(+,-) una funcién de clase C*>°(Q). Definimos la forma

N

by (&n,np) = Z (ni)TV?,jEj V& my € Hy
ij—1

Por ultimo, definimos una aproximacién de la forma bilineal ¢(+, -) sobre Vj x Hj,.
Basta dar un esquema de cuadratura para aproximar

Si Sj+1
/ / 0 (OK (s, 1) dt ds
si—1 Jsj1

donde {¢; }é\le es la base nodal del espacio T},. Para evitar la singularidad del nicleo
del operador I, efectuamos la siguiente descomposicién:

1 ~
K(s,t) = —C&,MEI + C(s, 1)

donde c’A7 u = W/:Zu) y C(-,-) es una funcién de clase C*°. El primer sumando se
calcula de forma exacta:

/ / o
Si—1 7/ Sj-1

donde las constantes Ay son independientes de la curva I' y estdn dadas por

1 = h =
s _ ¢ Ej(t)IdtdS = 5 Ai_jI

Aj :=4log?2, Ay :=9log3 — 121log 2

'El espacio T}, se define en (2.32).
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y para k > 2,
Ap = (k4 1)%log (1— =) —d(k+ o (1- 2

— k?log <1—ﬁ) + 4(k — 1) log (1—%)

Si k <0, Ay := —Aj_g. Por otra parte, como C es una funcién de clase C°°,Ael
segundo término de la descomposicién se puede aproximar mediante la formula /£s.
Denotamos por
C(s,t) :=Lj(sj_1 + ht) C(s;_1 + hs,sj_1 + ht)+L;(s; + ht) C(si_1 + hs, s; + ht)
Entonces, definimos la forma bilineal ¢, : Vi, x Hy, — R por

1

ch(Vi, M) 5("7;“7%)
N y b
_ T 2) i3y _ AT )
> (122(C) = 5 BT ) vl

Nota. La evaluacion de las funciones requlares B(-,-), B*(-,-) y C(-,-) cuando sus
argumentos son prorimos se realiza mediante un desarrollo de Taylor, de forma
similar a como se hace con la funcion F(-,-) en la seccion 2.5.1.

En estos momentos, estamos en condiciones de dar un esquema completamente
discreto asociado al problema (6.21). Sea Ap: My, x M, — R la forma bilineal dada
por

Ap(Qp, Vi) = ap(ap, v) + Bp(Qp, Vp)
donde

By (p, ¥n) := by (v(an), v(vi)) — en(vi, &) + bn(€psmp) + cn(un,my,)  (6.26)
Proponemos el siguiente esquema completamente discreto para resolver el problema
(6.16):

hallar Gy € M, tal que

o . . (6.27)
Ap(Qy, %) = Lp(¥n) V¥, € My,

6.4. El efecto de la integraciéon numérica

En esta seccién estudiamos la estabilidad y la convergencia de las soluciones
del esquema completamente discreto (6.27) y damos estimaciones del error. Comen-
zamos con algunas estimaciones del error cometido al aproximar los coeficientes del
sistema (6.21) de la forma descrita en la seccién anterior.
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Lema 6.6. Supongamos que f € WH*(Q7). Entonces existe una constante C' > 0,
independiente de h, tal que

|L(¥i) — Ln(Vn)| < Chllf]l1 co0-IVallie VYR € My

Prueba. Este resultado es una consecuencia del Lema 2.7. n

Lema 6.7. Existe una constante C' > 0, independiente de h, tal que
la(up, vi) — an(an, va)| < Chllupllio-[[Vallio- Vun,va € Vi

Prueba. Basta aplicar el Lema 26.6 de A. Zenisek [100]. "

Para la forma bilineal asociada a los términos de contorno, se tiene el resultado
siguiente.

Lema 6.8. FEuxiste una constante C' > 0, independiente de h, tal que

|B(tp, Vi) — Bu(tn, Vi) < Chllap|lal[Valla Vg, Vi € My,

Prueba. De forma andloga al Lema 11 de M. Crouzeix y F.J. Sayas [25], se prueba
que existe una constante C > 0, independiente de h, tal que

10(&n>M1) = br(§ps )| < ChlIERI—12llmpll-1/2 YV &psmy € Hy, (6.28)

De forma similar, también se tiene que

16" (&) — 0, (Ens )| < ChIELN—1p2lmpll=12 V& my € Hp

donde C' > 0 es una constante independiente de h. Usando la continuidad de los
operadores lineales %: HY?2 5 H Y2 y 4. HY(Q7) — H'Y/2 ge deduce que

I,Q*HVhHI,Q*- (6.29)

0" (v(un)', v (vi)') = O (v(an)', y(vi)'| < Chlluy,|

Por ultimo, veamos que existe una constante positiva C', independiente de h, tal que
le(vh ) = en(va,m)| < CHY2|vallio-llnnll-12 Y va € Vi ¥y, € Hy (6.30)
En efecto, si denotamos por és(-) := fol fol . — f5(+) el funcional de error asociado a

la féormula de cuadratura £5, podemos escribir

N

c(Va, ) = cn(Vimp) = 1° > (') éa(CH)y va(s;)
i =1



El sistema de Lamé 113

Como la férmula /5 es de orden 1, aplicando el Lema de Bramble-Hilbert, tenemos
que - |
[€2(C*)] < C[C 2,000

donde D = [0,1] x [0, 1]. Usando la regla de la cadena, deducimos que

C'|3,00,0 < CH?||C]|

2,00,D
Por tanto,
N ' N
le(va, 1) = cn(Vis )| < CRY|Cll2.00,0 D 10D 1y va(s))]
i=1 j=1

Ahora bien, usando una desigualdad inversa, se tiene que

N 1
hy |l :/0 i (s) ds < [mpllo < Ch™2mpll—1je Yy € Hy,

=1

Por otra parte, como las normas ||g|lo y hzij\;l g(t;)? son equivalentes en Ty,
empleando un Teorema de traza, obtenemos que

N
>y valsi)l < ChYivalh o
j=1

La desigualdad (6.30) es una consecuencia inmediata de las tres ultimas desigual-
dades. El resultado se deduce empleando la desigualdad triangular y las estimaciones
(6.28)—(6.30). m

Aplicando los Lemas 6.7 y 6.8, deducimos el siguiente resultado para la forma
bilineal global.

Proposicion 6.9. FEziste una constante C > 0, independiente de h, tal que

|A(Gy, Vi) — Ap(Op, V)| < Chl[ap|la|[Vnllae - Vg, v € My,

Como consecuencia del resultado anterior, el problema (6.27) esta bien planteado
cuando h es suficientemente pequefio. Adem4s, se verifica la siguiente estimacion del
error.

Teorema 6.10. Supongamos que f € Wh(Q7) y que u € H3(Q™). Entonces,
existe una constante C' > 0, independiente de h, tal que

[u—uplli0- + 1€ —&xll—1/2 < Ch(HuHZ,Q* + Hle,oo,Q*)
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Prueba. En virtud del Lema de Strang, se tiene la siguiente estimacién del error
abstracta

|L(2n) — Li(2n)|

[a—aj|lxy < C inf |a— V| + sup

VhEMY, zp €My, ”ihHM
ANy, zp) — Ap(Vi, 2
+ C inf sup | (vh’zh)A n(Vi, 2n)|
VheMy, 5, eM,, 12|l

donde C' > 0 es una constante independiente de h. El resultado se sigue aplicando
los Lemas 2.5 y 6.6, la Proposicién 6.9 y la desigualdad (2.19). m

6.5. Una técnica de precondicionamiento

En esta seccién proponemos un algoritmo para resolver los sistemas a los que
conduce la formulacién (6.16). Para ello, consideramos los operadores A, B*: V), —
V), definidos mediante las relaciones:

(Aup, vi)oo- = a(un, vi)  (Bup,vi)oo- = b"(v(wn)',7(va)) Yup, v € Vy,
el operador B: H;, — H;, dado por
(BEw,mp) = b(&p,my)  VEp, My € Hy,
y el operador C: Vj; — Hj, definido por
(Cvhmp) = —c(Va,my)  Vvia € Vi ¥V, € Hy,

Gracias a las propiedades de la forma bilineal a(-,-) y de los operadores integrales
VY y V*, los operadores A y B son autoadjuntos y definidos positivos, y el operador
B* es autoadjunto y semidefinido positivo. Sea f € V}, la proyeccién ortogonal de £
en L2(Q7) sobre V. Entonces,

(F,vi)oa- = (F,vi)oa- YvaeV,

El problema discreto (6.21) es equivalente al problema siguiente, escrito en forma

operacional:
A+B* up\ f
(e %) (6)-6) 65

Nétese que el sistema (6.31) tiene la misma estructura que el sistema (2.44). Por
tanto, para resolverlo podemos emplear la técnica de precondicionamiento propuesta
por J.H. Bramble y J.E. Pasciak [9].

En el siguiente resultado se establece que los operadores A y A + B* son espec-
tralmente equivalentes. Como consecuencia, tienen los mismos precondicionadores.
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Lema 6.11. Eziste una constante C > 0, independiente de h, tal que
[Valla < IVallass < Cllvalla Vva € Vi,

Prueba. La primera desigualdad se deduce empleando el Lema 6.3. La segunda de-
sigualdad es consecuencia del Lema 6.3, la continuidad de los operadores % c HY?2 -
H&UZ yy: HY(Q™) — HY?, y la desigualdad de Korn. m

Sea R un precondicionador de A + B*. Entonces existen constantes positivas ag
y a1 tales que para cada vy € Vj, se satisfacen las desigualdades siguientes:

Oz[)((A + B*)Vh, vh)O,Q— < (Rvp, Vh)o,Qf <o ((.A + B*)Vh, Vh)[),Q_

En lo que sigue, suponemos que a1 < 1. Entonces, la forma bilineal

[(ZZ) ’ (Z:)] = (A+ B = R)un, va)oo- + (& 71) (6.32)

define un producto escalar en My,.

El sistema
R A+ B¥) R™IC uy, R
—1 * —1,7 == _1p (633)
CR(A+B*)—C B+CR 'C & CR™'f
es equivalente al sistema (6.31). Llamaremos S y G a los operadores del primer
y segundo miembro, respectivamente. Es sencillo comprobar que el operador & es

autoadjunto en el producto escalar [-,:]. Por otra parte, aplicando el Teorema 1 de
J.H. Bramble y J.E. Pasciak [9], deducimos que para cualquier (vp,n;) € My, se

B QI EE G )

donde Ay y A1 son las constantes del Lema 2.13, Z: V;, — V, es el operador identi-
dad y

5_ (% 0
“\0 CA+BHIC+B

Esto es, el operador S es espectralmente equivalente al operador S. Por tanto,
cualquier precondicionador del operador S se puede emplear para precondicionar
el sistema (6.33). De este modo, el problema se reduce a encontrar un precondi-
cionador para el operador B + C(A + B*)~!C’. De forma ansloga a la Proposicién
2.14, se prueba que este operador es espectralmente equivalente al operador B.
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Teorema 6.12. FEziste una constante C > 0, independiente de h, tal que
Imll8 < Imnll(Brccatrsy-1cr < Clnplls Yy, € Hy

Asi, el operador S es definido positivo en el producto escalar [-,-]. Por tanto, el
sistema (6.33) se puede resolver mediante cualquiera de los métodos conocidos para
resolver sistemas simétricos y definidos positivos. En particular, puede utilizarse un
método de gradiente conjugado precondicionado. En efecto, si P es un precondi-
cionador de B, podemos utilizar el método de gradiente conjugado para resolver el

sistema
~_1 up s | S I O
P S<£h>_P G P.-(O 77)

en el producto escalar [S-,:]. En definitiva, si disponemos de un precondicionador
del operador A y otro del operador B, podemos emplear el algoritmo anterior para
resolver el sistema (6.21). La eleccién mas sencilla es tomar R = Ay P = B.

6.6. Una aplicacién en elasto-plasticidad

En este apartado nos interesamos por el uso de la técnica de acoplamiento de
elementos finitos y elementos de contorno para resolver un problema elasto-plastico
en el exterior de un dominio plano acotado. Este tipo de problemas fueron estudiados
en R? por M. Costabel y E.P. Stephan [24], y G.N. Gatica y G.C. Hsiao [32, 36].
Recientemente, C. Carstensen, S.A. Funken y E.P. Stephan [13] han aplicado este
método al problema en dos dimensiones. En todos estos trabajos la frontera de
acoplamiento es una curva poligonal.

Sea , un dominio acotado en R? y denotemos por Iy su frontera. Considera-
mos una curva cerrada simple I'; que contiene el dominio €, en su interior. Por
simplicidad en la exposicién, supondremos que las curvas I'y y I'; son poligonales.
Denotamos por €2y la regién delimitada por las curvas I'y y I'y, y por €2, el comple-
mentario de Q, U Qy; en R2. El vector unitario normal a I';, orientado de Qy;, a Q,
se designa por n,. Por tltimo, si v es una funcién definida en Qy, (€2.), denotamos
por vy (v, resp.) su limite sobre T';.

Suponemos que el material que ocupa la regién 2 tiene un comportamiento
plastico en Q,, v es lineal elastico en 2. El comportamiento de un material elastico,
homogéneo e isétropo estd descrito por la ley de Hooke (véase la seccién 6.1). Por otra
parte, suponemos que la ley constitutiva del material plastico es la ley de Hencky,
es decir, el tensor de tensiones

S[u] := (k(x) — fi(x, G(E[u]))) V- u 1+ 2/i(x, G(E[u)))E[u]
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donde k: Qy;. — R es el mddulo de compresion volumétrica, i Qu, X RT - R

es la funcion de Lamé y G: R* — R estd dada por G(a) := a* : a, siendo
af = a-— % tr oI el tensor desviacion del tensor ov. Dada una funcién f € LQ(QNL),

buscamos un campo de desplazamientos u: €, — R? tal que:

~-V-Su = f en Oy,
-V-Su] =0 en
u = 0 sobre I, (6.34)
_ Uy, = Ug
Sluy.]n, = Sfuy|n,
ux) = 0(1) cuando |x| — 400

En lo que sigue, suponemos que las funciones k y /i son de clase C'. También
suponemos que existen constantes positivas k; (i = 1,2) y p; ( =0, 1,2,3) de modo
que se verifican las relaciones siguientes:

po < i(x,8) < k(x) V(x,5) € Qnp x RT (6.36)
< (x,s)+2 g—/:(x, s)s<p V(x,0) € Qy xRT (6.37)
op a 4o
%(x, )| <ps V(x,8) €Qu, xRT (1=1,2) (6.38)
!

Consideremos la funcién no lineal B: Qy; x R* — R* definida por

B(x,a) = (k(x) — i(x,G()) tral+2(x,G(a))a (6.39)

Entonces el problema (6.34) se puede poner en la forma

-V-Su =0 en
u =0 sobre I'y
(6.40)
Uy, = Ug
B(’E[uNL])nl — S[uL]nl
ux) = 0(1) cuando |x| — +o0

En lo que sigue, suponemos que la funcién B posee las propiedades siguientes, que
son una generalizacién de las Hipotesis 3.1-3.4.
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Hipétesis 6.1. La funcion B: Qy, x R* — R* es continua. Ademds, existe una
constante C > 0 tal que

B(x,a)| < C(1+|a]) YVx€Qy, VacR?

Hipétesis 6.2. Las funciones gifl (4,7, k,1 = 1,2) son continuas. Ademds, existe
una constante C' > 0 tal que

2
Ob; _
> o 2 ( xaﬁk,@jzcz Vx € Qu. Va,B e R

Za]v 7l 1 ,j 1

Hipodtesis 6.3. Las funciones gb” (i,J,k,l = 1,2) son continuas y existe una cons-
tante C' > 0 tal que

8bij
Oayg

(x,a)‘ <C V(x,a) € Qy, xR

Hipétesis 6.4. Las funciones a— Qn. x R* — R (4,5,1 = 1,2) son continuas.
Ademas, existe una constante positiva C tal que

’ abij

0T,

(x,a)' <CA+|a) Y(x,a)ecQy, xR?

Consideramos una curva cerrada simple I' de clase C* que contiene el dominio
Qo U Qy, en su interior. Denotamos por 2~ la regién limitada por las curvas I'; y
I, y por Q7 la regién no acotada exterior a I'. Sea Q := Q,, UT'; UQ~. Entonces, el
problema de contorno (6.40) es equivalente a un problema de transmision que consiste
en un problema planteado en el dominio acotado €2, acoplado con un problema
lineal y homogéneo planteado en el dominio exterior Q7 mediante condiciones de
transmisién sobre los desplazamientos y las tracciones sobre I' (ver (6.4)).

Consideramos la forma a: H!(2) x H'(Q) — R definida por
a(u,v) :=ay,(u,v) +a,(u,v) Yu,veH(Q)

donde a,(+,-) es la forma bilineal dada por (6.5) y
ayp(u,v) = / B(-,E[u]): Vvdx
OnL

Sea V el subespacio de H!(Q) formado por las funciones que se anulan sobre Iy, es
decir,
V:={veH(Q); v|r, =0}
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Q+

Figura 6.2: Dominio del problema de transmision

La formulacién variacional del problema (6.40) se obtiene combinando la formu-
lacién variacional del problema en el dominio acotado con las ecuaciones integrales
periddicas (6.12) y (6.13), y teniendo en cuenta las condicions de transmisién. El
problema consiste en

hallar @ € M := V x Hy"/? tal que

(6.41)
A, v)=L(E¥) VveM

donde L(v) = (f,v)oqy, v A(Q, V) := a(u,v) + B(a, V), siendo B(-,-) la forma
bilineal dada en (6.18).
De forma similar al Lema 3.1, se prueba que bajo las Hipotesis 6.1 y 6.2, la forma

anz(-,-) es acotada en H'(Qy ) y fuertemente monétona con respecto a la seminorma
de H'(Qy,). En estas condiciones, podemos enunciar el resultado siguiente.

Teorema 6.13. Supongamos que se satisfacen las Hipdtesis 6.1 y 6.2. Entonces el

problema (6.41) tiene una tunica solucion.

Discretizamos el dominio §2 del mismo modo que en la seccion 3.3. Utilizaremos
las mismas notaciones que entonces. El problema discreto asociado al problema

variacional (6.41) consiste en
hallar 0, € My, := V}, x Hy, tal que
o . . (6.42)
Ay, Vp) = L(Vvy) YV, € My

Dado que M}, es un subespacio de M de dimensién finita, el problema (6.42) tiene
una unica solucién cuando la funcién B satisface las Hip6tesis 6.1 y 6.2. Ademas, bajo
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las Hipétesis 6.1 y 6.3, la forma ay,(-,-) es Lipschitz-continua en H'(2y,). Luego,
si se verifican las Hipdtesis 6.1-6.3, existe una constante C' > 0, independiente de h,
tal que
|l —apllpr < C inf  [[a— vp|m. (6.43)
vhEM},

Si la solucién del problema (6.40) es suficientemente regular, la desigualdad anterior
permite obtener estimaciones del error.

Teorema 6.14. Supongamos que u € H*7(Q) (0 < o < 1). Bajo las Hipdtesis
6.1-6.3, existe una constante C' > 0, independiente de h, tal que

lu—upfio+ 1€ = &pll-1/2 < Ch7ull110.0
Prueba. Basta utilizar la desigualdad (6.43), los Lemas 3.5 y 2.5, y un Teorema de

traza. .

A continuacién proponemos un esquema completamente discreto para resolver
el problema (6.42) y analizamos el efecto del uso de férmulas de cuadratura sobre
la convergencia. Empleando el esquema de cuadratura (2.24) en cada tridngulo de
la triangulacién, definimos una aproximacién de la forma a(-,-) sobre Vj x Vp,:

ap(n, Vi) = anpn(Un, Vi) + arn(n, ve)  Vup, vy € Vi
donde ay, (-, ) estd dada por (6.24) y
anpi(an,vi)i= Y Qr(B(-,E[w)]): Vvy)
TGTNL’h
Entonces, consideramos la siguiente aproximacién de la forma A(-,-) en Myp:
Ap(Qp, V1) := ap(ap, vi) + By (Qp, V3)
donde By, (-, ) esta dada por (6.26). Definimos también una aproximacién de la forma
lineal L(-):
L) = Y Qu(f-viy) V¥, €M,

TETNL’h

Proponemos el siguiente esquema para resolver el problema (6.40):

hallar G; € M, tal que

o . . (6.44)
Ap(Qy, V1) = Lp(¥n) V¥, € My

Si se verifican las Hipétesis 6.1 y 6.2, las formas Aj(+, -) son uniformemente acotadas
y uniformemente fuertemente mondtonas en My, para h suficientemente pequeno
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(véase la prueba del Lema 3.7). En estas condiciones, el esquema (6.44) tiene una
Unica solucién. Si ademas la funcion B satisface la Hipotesis 6.3, procediendo de
forma similar al Lema 3.9 se prueba que existe una constante C' > 0, independiente
de h, tal que

. L(Wwy,) — Ly (W . .
[a—tily < C{ sup [L( ’"‘)A h h)‘~|—A1nf 9 — 1| s
wnEM,, HWhHM vhEM,,

e S 6.45
|A(Vh, W) — Ap(Vi, Wa)| (6.45)

+ C inf sup =
VhEMp W) eMy, [Wh |l ar

Ahora bien, bajo las Hipdétesis 6.1, 6.3 y 6.4, existe una constante C' > 0, indepen-
diente de h, tal que

| Ay, Vi) = Ap(n, Vi) < Ch(1+ [[an|lar) [Vallar - Yag, vi € Vy

Finalmente, empleando el Lema 6.6 y el Teorema 6.14 para estimar el segundo
miembro de la desigualdad (6.45), deducimos el resultado siguiente.

Teorema 6.15. Supongamos que se satisfacen las Hipdtesis 6.1-6.4. Entonces, si
ue H'7(Q) (0<o < 1) yfe Wh™(Qy,), existe una constante C > 0, indepen-
diente de h, tal que

= uhllie + (1€ = & ll-1/2 < CR7 (1 + [ullisog + [[fll100.0x.)

Solo queda comprobar que la funcién B definida mediante la expresién (6.39)
satisface las Hipétesis 6.1-6.4.

Proposicién 6.16. La funcion B definida en (6.39) verifica las Hipdtesis 6.1-6.4.

Prueba. Las hipdtesis de regularidad sobre las funciones k y i implican que la funcién
B es continua en Q, xR*. Por otra parte, empleando las propiedades (6.35) y (6.36),
deducimos que

IB(x,a)| < 6ka|al V(x,a)c Qy, xR

Sean k,l = 1,2. Las derivadas gifl estdn dadas por

8bij
8akl

(6, 0) = (b(x) — i, G00) gy + 2, Gl + ey 2 (x, Gev)

La regularidad de las funciones k y i permite asegurar que las derivadas ngl son

funciones continuas en Qy, x R%. Nétese que

((af)? + (a)? < Glew)

N —

* %
Q0 <
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Por tanto, si %(x, G(a)) > 0, en virtud de (6.35) y (6.37), se tiene que

8[)@'
Oayy

(Xaa)‘§k2+2<ﬁ(X,G(a)) 2% (. G(a >>G<a>) <kt 20

Si %(X, G(a)) < 0, utilizando las propiedades (6.35) y (6.37), obtenemos que

by + 4 i(x, Ga)) — 2 <a<x, Gl + 22 (x, G(a))G(a))
5 ko

81)@'3'
Oayy

IN

(x.00)

IN

Veamos ahora que la funcién B satisface la condicién de monotonia fuerte:

2

2
Z SZZZ (%, @) BB = (k(x) — i(x, G(a (Zﬂkk) +2/i(x,Gla Z

i,9,k,1=1 i,5=1

2
~ 2

+ 4,6 | Y oy

1,7=1

Si %(X, G(a)) > 0, usando la propiedad (6.36) deducimos que

2
bi;
S 5 ) = 20 S B

(0
igkd=1 "kl ij=1

En caso contrario, aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz y obtenemos que:
2
2 2
> afify | SGla) 3,
ij=1 ij=1
Por tanto, en virtud de (6.37),

2. Oby
Z 50%1 j = 2 Z

7’7]7 7l 1 7_] 1

Solo queda comprobar que se verifica la Hipotesis 6.4. Para [ = 1, 2, tenemos que

ob;; ok Oji
i+ 2
G (x0) = G e + 251 (x. Gla)aj
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Las hipdtesis de regularidad sobre k y i implican que las derivadas %L;lj son funciones

continuas en Qy; x R*. Ademds, como k € C1(Qy.) y fi satisface la condicién (6.38),
es inmediato que

Obij
<
x| < Cla
u

En virtud de la Proposicién anterior, los resultados probados en los Teoremas
6.13, 6.14 y 6.15 son ciertos para el problema (6.34).

Por tanto, los resultados dados en los Teoremas 6.13, 6.14 y 6.15 son ciertos para
el problema (6.34).
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